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はじめに 


( 1 ) 


紀元前 3000 〜 4000 年の 昔， すでに， バビロニア や エジプト において 
は， 物品の 交易， 土地の 測量， 天文の 観測な どと 関連して， かなりの 
数学的 知識が あった ことが わかって いる。 このように， 古くから 数学 
はわれ われ 人間の 生活 や 文化と 深い かかわりを もち， 科学 や 技術の 進 
歩に も 大きな 役割を 果たして いる。 

数学的な 方法に おいては， 簡単な 事柄に 立脚して， 論理的 かっ 体系 
的に 法則を 導いて， 理論を 構築して いく。 今日， 科学的な 方法と いわ 
れ ている 過程は， 種々 の 資料に もとづいて 仮説を 立て， それらから 論 
理 的に 物事を 導いて いくとい う もので， これは 数学的な 考え方に ほか 
ならない。 したがって， 現在では， 自然科学の みならず 社会科学の 分 
野を 学ぶ にも， 数学的な 考え方 や 知識が 必要 不可欠で ある。 

本書は， 高等学校 「数学 I」 の 教科書と して， 中学校 および 高等 学 
校の 数学 教育の 現状を ふまえながら， 文部省の 学習指導要領に もとづ 
いて 編修した もので， 全体を 通じて 次の 点に 留意した。 

(1) 数学的 考え方の 筋道を はっきり させ， 数学的 素養が 身に っくよ 
うに 努めた。 

(2) 中学校の 数学に 留意しながら， 内容の 導入 や 配列を 工夫した。 

(3) 問題解決の 能力が 向上す るよう な 例 や 例題を 多く 示した。 

「数学 I」 は， 選択科目の 数学を 学ぶ ための 共通の 基礎で あるので， 
しっかり 理解す る ことが 大切で ある。 それには， 教科書に ただ 目を通 
すだけ でな く， 自分で 考え， 自力で 問題を 解いて いく 気構えが 必要で 
ある。 
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この 本の 手引き 

「例》 本文の 理解を 助ける ための 式 やその 計算な どの 具体例を 示した も 
のです。 

各項 目の 内容を 理解す るた めの 基本的 かつ 代表的な 問題を とり あ 
げた ものです。 \ rn ~ l ) や は， 解法 や 証明 法の 過程の 1 例 
を 示した ものです。 問な どの 問題を 解く ときの 参考に して 下さい。 

[w 学習 内容の 理解を 確かにす るた めの 問題です。 のす ぐ あ 

とには， 対応す る 問題を 示して あります。 

本文の 注に 相当す る 内容を 示し， 説明の 補いと しました。 

練習問題 節 末には， その 節の 学習 内容を 身に つける ための 問題を 示して 
あります。 なお， いくつかの 節では 練習問題を 略しました。 

各 章の 問題 各 章 末には， その 章 全体の 復習と 応用を かねて， 問題を 示して 
あります。 そのうち， a は 復習を ねらいと した 基本的な 問題で， B は 
応用力を 養うた めの 程度の やや 高い 問題です。 

発展 第 5, 6,7 章では， 本文 以外に 参考と して， その 章の 発展 的な 内容が 


示して あります。 



数と 集合 

1 節 •実数 
2 節 •平方根の 計算 
3 節 •集合 


• W : 校では， 丨丨:. の 怯 数と ft の 怯 数， および 
分数の 形で 衣され るイび I ! 数を， び， さらに， 

丨丨: •の 数の 平方根の なかに 心 71! 数とは ならない 
W や などの 無现 数が ある ことを 知った。 
また， 数の III : 界が船 M されて いくとき， これ 
らの 数が 猫 礎と なって 数学の 内容が ますます 
i 采 まってい くこと も 知った。 

巻末の 年表に も 示される ように， 新しい 数 
の槪 念の 発 兄は， 人 問の 文化の 発達の なかで 
もとく に 歌 要で ある。 

この 章では， いままで 丨|丨 いられて きた 数を 
分類し， 新しく％ れる 数の 性贤を 理解す る IIJ 
总 として， それらの 数の 概念を 定義し なおす 
とともに， カン 卜 ルに よって 得られた 集合の 
概念に これらの 数を 結びつけて， よリ ，論理的 
な 数 7: 的 思考を 学んで いく。 
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ni 節〗 実数 

TT 実 数と 数 直線 _ " 

ものの 順序 や 個数を 表すのに 使われる 数 

1， 2， 3, 4， …… 

を 正の 整数， または， 自然数と いう。 自然数 について， その 和 
m + w および 積 ww は 自然数と なる 。また， 

— 1, — 4， 一 ー4， 

のよう な 数を 負の 整数と いう。 自然数に 負の 整数 および 0 を 合わせた 
ものを 整数と いう 〇2 つの 整数 w ，； H こついて， 和 m + w , 差 m — % 
積 は 整数と なる 0 

整数 m と 0 でない 整数 w によって， 分数 - @ の 形に 表される 数を 
有理数と いう。 とくに， 整数 m は 分数で で 表される から 有理数で 
ある。 

有理数/ に ついて， 和/ > + の 差/) 一^ 積/^, および 0 でない 
について， 商 j は 有理数と なる。 この ことを， 有理数は 四 則 計算に 
ついて 閉じて いると いう。 

1 つの 直線/上に 2 つの 点 0, E を 定めて， 点 0 には 数 0 を， 点 E に 
は 数 1 を 対応させる。 このと き， 0 を 原点， E を 単位 点と いい， 0 を 
境と して E を 含む 部分を 正の 部分， E を 含まない 部分を 負の 部分と 

いう 0 


負の 部分 


0 


E 


正の 部分 


1 節 実数 .? 


中学校で 学んだ ように， この 直線/上の 点で 有理数を 表す ことが で 

きる。 たとえば， 0 からの 距離が 線分 0 E の 長さの | 倍で， 正の 部分 
q L 

にある 点は f を 表す 。また， 負の 部分に あって， 〇 からの 距離が 線分 

0 E の 長さの 3 倍で ある 点は一 3 を 表す。 有理数と ならない 数 


VT = 1.41421 …… ，ノ 3 = 1.73205 
などを 無理数と いい， 右の 図の よ 
うにして， 無理数 も 直線/上の 点 
として 表す ことができる。 

このよう にして， 直線/上の 点 
として 表される 数を 実数と いう。 

このように 拡張され た 数に ついて まとめる と， 次のようになる。 



実数 


有理数 

無理数 


自然数 
整数 0 

1 負の 整数 

整数 以外の 有理数 


1 つの 直線/について，/ 上の 点 全体が 実数 全体を 表すと 考える と 
き， この 直線/を 数 直線と いう。 

数 直線 上の 点 P に 対応す る 実数 〇 E p 

びを 点 P の 座標と いう。 0 1 a 


座標が a である 点 P を PU ) と 表す。 

ふつう， 数 直線を かくと きには， 正の 部分を 〇 の 右側に とる。 
問 1 》 数 直線を かいて， その 直線 上に 次の 各 点を 示せ。 

一 1， 3， - 1.2, 0.7, - /3" 
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実数の 性質 


実数 も 有理数と 同様に， 四 則 演算に ついて 閉じて いる。 すなわち， 
な， みを 実数と するとき ，和々 + A ， 差 沒 一ん 積 政 0 でない ゐ につい 
て， 商 •も 実数で ある。 

実数の 演算に ついて， 次の 3 つの 法則が 成り立つ。 

交換法則 a + b = b + a， ab = ba 

結合 法則 U + 6) +c = a + ひ + c ), (ab) c = a (be) 

分配 法則 a (b + c) = ab + ac， (a + b) c = ac + be 
実数の みに ついて ， M = 0 とする。 びキ 0 のとき， び 6 = 0 の両辺 
に ^ を 掛ける と，/? = 0 となる。々 =0 のとき を 含めて 考える と， 次 
のこと がいえ る。 

= 0 ならば， a = 0 または 6 = 0 

右の 図の ような 数 直線 上で， a<b P((/ Vif)) 

点 PU ) の 右側に 点 I 〉（ A ) が あ 〃 h 

ると き，“ よりろ が 大きい， または， びは/) より 小さい という。 この こ 
とを 不等号を 用いて 

a < b あるいは b > a 


と 表す。 とくに， c が 数 直線の 正の 部分に あるとき， ぴ を 正の 実数と い 
い， 負の 部分に あるとき， c を 負の 
実数と いう。 すなわち 


r />0 


0 


Via 


びが 正の 実数のと き C > 0, 
々が 負の 実数のと き 0 < 0 


問 2 » 右の 図に おいて， 一 2 びと 3沒 を 数 
直線 上に 記入して， 大きい 方を いえ。 



a > b t す こは a = b である こ t を 


a ^ b あるいは b 4 a 
と 表す。 記号ら‘ も 不等号と ぃう。 | 

実数の 間の 大小に つぃて， 次の 基本 性質が 成り立つ。 

— ■ —— I 実数の 大小に ついての 基本 性質 F = 

I •実数々， 6 の 間には， 次のう ち 1 つ だけが 成り立つ。 

a > b 、 a = b ， a < b 
II •実数の み， c につぃて 

沒 > みかつ み〉 c ならば， a > c 
III. 任意の 実数 c につぃて 

a > b なら Vi 、 び + c >6 + c \ a — c > b — c 

IV •び〉 みかつ c > 0 ならば， ac > be 、 

び > 6 かつ c < 0 ならば ， ac く be 、 ^ ■く i 

c c 


2 つの 実数々， みに ついて， 次の ことを 証明せ よ。 
⑴ク〉 みなら ば， a — b > Q 
( 2 ) クー 6 > 0 ならば， a> b 
[1^0 ⑴ び > 6 の両 辺に 一み を 加える と 

a +(- b)> b +(- b\ よって な 一み〉 0 
ゆえに a > b ならば ， a — b>Q 
( 2 ) 沒ー 6 〉 0 の両 辺に みを 加える と 

a — b 十 b>0 + b ， よって a > b 
ゆえ （• 


な一 み〉 0 ならば ， a > b 
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例題 1 より， 実数び， ゐ について 「び > 6 ならば， “ 一 6 > 0」 が 成 
り 立ち， また 逆に， 「な 一 6 > 0 ならば， び > 6」 も 成り立つ 。この こ 
とを 

a > b <=^ a — b > 0 
と 記号^ を 用いて 表す。 

問 3 》 2 つの 実数の みに ついて， 次の ことを 証明せ よ。 

a < b <=> a — b < 0 

また， 実数の 間の 和， 積と 符号の 関係は， 次の ような 規則に まとめ 
られ る。 

= _■■■ i 演算と 符号の 規 flU p 

I . び〉 0 かつみ〉 0 ならば， 沒 + 6 〉 0 
I しな < 0 かつ/) < 0 ならば， a + b < 0 
in. びと みが 同 符号 沒ゐ > 〇 
iv . びと みが 異 符号 勞 々み < 〇 


IH から， 次の ことが 成り立つ。 

a * 1 2 3 4 2 0 であり， 等号が 成り立つ のは， び =0 のとき に 限る 0 
問 4 » 次の ことは それぞれ 成り立つ か。 成り立たない 場合は， それぞれ 
その 例を 1 ついえ。 

(1) 沒 + A > 0 ならば， び〉 0 かつみ〉 0 である。 

(2) M > 0 ならば， 汉 > 0 かつみ > 0 である。 

(3) +< 0 ならば， 泛 < 0 かつみ > 0 である。 

(4) び + 6 < 0 かつ W > 0 ならば， び < 〇 かつみ < 〇 である 0 
⑶ び 2 + ゲ =0 ならば， 泛 =0 かつみ =0 である。 



互 r 実数の 絶対値 


任意の 実数 び について， その 絶対値を 記号 丨 丨を 用いて I び I と 表 
し， 次のように 定める。 

a>0 のとき |a|=a 
a = 0 のとき |a|=0 

(!<0 のとき |a|=—a 

この ことから， 次の ことが 成り立つ。 

|沒| 2 0 であり， 等号の 成り立つ のは々 =〇 のとき に 限る。 

I び 丨 ミ 没で あり， 等号の 成り立つ のはな 20 のとき に 限る。 
さらに， （一 び) 2 = 没 2 より， I び 丨 2 = び 2 が 成り立つ。 

10 ①丨 2 丨 =2 ②ト /T|=/T 

問 5 » 次の 実数の 絶対値を いえ。 

(1) 一 5 (2) - /2" (3) -( 一 7) (4) 2-/T 


数 直線 上で 点 PU ) と 原点 O との 距離を OP と 書く。 距離 0 P は 正 
の 実数， または， 0 である。 数 直線 上に 原点 0 と 点 PU ) を 表すと き， 
びの 符号に よって， 次の 2 つの 場合が ある 0 

a^O ^ - 

0 a 


a<0 



上の 図より， Id は 点 PU ) と 原点 〇 との 距離 〇 P に 等しい ことが 


わかる。 
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実数 C について， 点 PU ) と 点 Q (— C ) の 原点からの 距離が 等しい 


ので 


OP = 0Q 


すなわち 


a \ = \ - a\ 


ど/全 0 

Q ~a 


^ へ P " 


a<i) 


i) " " 、〇 z <i 


が 成り立つ。 (l 0 u 

絶対値に ついての 基本的 性質を まとめる と， 次のようになる。 


… 一— -■ ! 絶対値の 性質 F 

I . UI ^ 〇 等号が 成り立つ のは “ = 〇 のとき に 限る。 

\ a \^ a 等号が 成り立つ のは c 2 0 のとき に 限る。 

II . Ul 2 = 泛 2 ， UI = 丨 - 沒丨 

III . \ ab \^\ a \\ b\ t ^ | = j ^ [ 

向— 6 — 》 k/H = UIIM , | = | 以 が 成り立つ ことを， 次の 場合に つ 

いて 確かめよ。 

(1) a = b = - 4 (2) び = 一 3， ゐ= 一 4 


(練習問題 > 


1. 々 + A > 0 かつ ぴゐ > 0 ならば， び 〉 0 かつ/ > > 0 である ことを 示 
せ。 

2 •次の 式を 絶対値の 記号を 用いずに 表せ。 

(1) U-2I (2) I 1 - a: | 

3. | A ： — 3| = 5 となる A ： の 値を すべて 求めよ。 



D 2 節 D 平方根の 計算 


2 節 平方根の 計算 


1 【平方根と 分母の 有理化 


平方して 実数々 になる 数， すなわち 

{y/a ) 2 = a 

x 2 = a 

(― >/a ) 2 = a 

になる ズ を， 沒の 平方根と いう。 

正の 実数 0 の 平方根は， 正と 負の 2 つ あり， 根号/ < を 用いて 
正の 方を ノ び， 負の 方を 一 ノ び 

で 表す。 たとえば ,9 の 平方根は / y = 3, — = 一 3 の 2 つで ある。 

[ M 1 » 7 の 2 つの 平方根を 根号を 用いて 表せ。 

0 の 平方根に ついては， 0 2 = 0 であるから， ノで "= 0 と 定める。 
どんな 実数び についても， ゲ 20 であるから， 負の 実数の 平方根 
は， 実数の 範囲では 存在し ない。 

実数 没に ついて， Ul 2 = ゲ であり， UI 20 であるから 

\ a 2 = I a | 

すなわち 

な 20 のとき， a z ニ a 
な < 0 のとき， ム 2 = 一な 
[ ra 〇 /5 2 , を それぞれ 整数で いえ 0 

平方根の 積と 商の 性質に ついては， 中学校で 次の ことを 学んだ。 
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また， 前 ページの 平方根の 積と 商の 式に おいて，々〉 0 として， 
6 ニ々 2 とする ことにより， 次の ことが わかる。 

々 〉 0 のとき， J k 2 a - k / a t 
商 〇 次の 計算を せよ。 


⑴ /5 VT 


■ D ① m 


ms 


(4) /48 




= ゾ 2** x 6+'/~^ = 2ノ6 + 


= (-i) 


11 / 6 " 


② （/^ + 2/ I *)(3 v ^" — / T ) 

= 3 (/^) 2 + (6 — 1 ) / T/T - 2 (/ T ) 2 
= 15 + 5/10 - 4 = 11 + 5/10 


[ M 4 》 次の 計算を せよ。 

(1) 4^2" + 7/8" - /50 
(3) (/6 -1)(/T + /T) 


(2) /T8 -f /32 - 
(4) (/T - /T) 2 


分母に 根号を 含む 式， たとえば 

2 5 

3/6" 1 4 + /T 

は， 次のようにして， 分母に 根号を 含まない 式に 変形で きる。 この こ 
とを 分母を 有理 化する という。 


2 2/F 2/6~ /6" 

3/6" " 3/6"/6" 3 x 6 _ 9 

n 5(4 - /3" 


(4 + /T)(4 - 
次の 式の 分母を 有理 化せよ。 

1 、 5\/ 3 / 〇 > 


/3 - 

/T + /T 


20 - 


/7 - , 5 

3/T - 4 
2/6" - 3/2" 


2 節 平方根の 計算 II 


2 【二重 根号の 簡約 

根号を 二重に 含む 式は， 次のようにして 簡単に できる ことがある。 
たとえば， ン8 _ 2/15 について， 

/8 - 2/15 = /a - /b 

とおく。 ただし，々 >/)>0 とする。 ここで， 両 辺を 平方す ると 
8 - 2/ f 5 = ( a + b )- 2 y/ab 

両 辺を くらべて，々 +ゐ= 8， 沒 み =15 より， な =5, 6 = 3 
したがって， ノ 8 — 2/15 _/3 となる。 このような 変形 

を 二重 根号を はずす という。 一般に， 次の ことが いえる。 

==■ ■■■ - …- | 二重 根号の 簡約 R 

々>0, み >0 のとき /^ +ゐ+ 2/^ み = / び + ノゐ 
び >/?〉0 のとき >Ja キ b — l>/ab = s / a— yfb 


mj ) ① /5 + 2/F = ノ (2 + 3) + 2/2 3TS = /T + ゾ T 
②ゾ 7 — 2/10 = ン (5 + 2) - 2 ン 5 x 2 = /T - /T 

M 〇 次の 式を 二重 根号を はずす ことによって， 簡単に せよ。 

(1) ^14-2/45 (2) v 9 + 4/5 (3) ノ2 — ノ 3 


f 練習問題 J 


1. ^ = 3/2 + /3 , ゐ = /"2 - 2 ノ 3 とするとき， 次の 計算を せよ 0 

(1) a + b (2) a - b (3) ab (4) — 

2. a = y - g - yy , 6 = とするとき， 次の 計算を せよ 0 


(4) a * 1 2 + b 2 
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0 3 節!] 集合 

TT 集合と 要素 — 

5 以下の 自然数の 全体と か， 正の 実数の 全体の ように， 一定の 条件を 
満たす ものの 集まりに ついて 考える ことが 多い。 

このような， ある 条件を 満たす ものの 集まりを 集合と いう。 集合を 
つくって いる 個々 の ものを その 集合の 要素と いう。 

例 1 D 次の ①〜④ は， いずれも 集合を 表す。 

① 18 の 約数の 全体 ② 正の 偶数の 全体 

③ 正の 実数の 全体 ④ 2ズ 十 3 >0 を 満たす 実数の 全体 

("注意 、 自然数の 約数 や 倍数に ついては， 自然数の 範囲で 考える ことにする。 
集合を 表すには 

すべての 要素を 書き並べて 表す 方法 
要素の 満たす 条件を 示して 表す 方法 
の 2 つの 方法が ある。 

たとえば， 例 1 の① ，②の 集合は， 要素を 書き並べる ことによって， 
それぞれ 

(1，2, 3, 6, 9, 18}, {2, 4, 6, 8, 10, …… } 

と 表され， ③の 集合は， 要素の 満たす 条件を 示す ことによって 

Uk 〉0， A ： は 実数} 

と 表される。 

問 1 >〉 次の 集合を 上に ならって， 適当な 方法で 表せ。 


⑴ 12 の 約数の 全体 
(3> 3 の 倍数の 全体 


⑵ 2? = 4 の 解の 全体 
(4) 負の 実数の 全体 



3 節 集合 /.? 


びが 集合/! の 要素で あるとき， びは 
集合 4 に 属する といい， 

A あるいは / I 3 び 
と 書く。 また， が 集合/! の 要素で な 
いとき，/? は 集合/! に 属さない といい， 

b ^ A あるいは A 壬 b 

と 書く。 

I 例 2 )) 自然数 全体の 集合を iV とすると， i 〇 e yv , ゾ T 壬 yv 

E 〇 有理数 全体の 集合を q とするとき， 次の 数が q に 属する かどう 
かを 記号 e , 任を 用いて 表せ。 

3.1, |， 100， - 呑， /5 



部分集合 

2 つの 集合/ 1, / ゴ について， 4 のどの 要素 もす ベて バの 要素に なっ 
ている とき，/ 1 は 《 の 部分集合 
であると いい， 

AQ B あるいは /ゴ 2 /I 
と 書く。 

g 〇 { 1，3, 5,7} S {wlw は 10 以下の 奇数} 

2 つの 集合/！,/;? について， パ S バで ある ことは， / I のどの 要素 も 
すべて B の 要素に なって いるので， 記号 e を 用いて 表すと 

x ^ A ならば 

となる ことで ある。 



問 3 D 次の 集合は 集合 UI ズ >1， ズは 実数} の 部分集合 かどう かを いえ。 
(1) UI 2 ズ >1, I は 実数} (2) {/>|/> は 10 以下の 素数} 
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2 つの 集合 パ， / i が 同じ 要素から 成り立って いると き， 集合 バと集 
合 B は 等しい といい，/ 1 = 5 と 表す。 このと き，/! のどの 要素 もす 
ベて 5 の 要素で あり， 逆に， パの どの 要素 もす ベて A の 要素で ある。 
すなわち 

a E A は a E H 
したがって， 次の ことが 成り立つ。 

/1 S 7? かつ 万 S /1<=>/1 = 7? 

また，/ 1 = が 成り立たな いとき， 2 つの 集合 4 と /ゴ は 等しくない 

といい，/ 1 ネ / i と 表す。 

例 4 》 パ = { 2, 4, 6, 8, }， バ = { ズ | ズ = w は 自然数} 

のとき ， A = / i である。 

g 〇 次の 3 つの 集合ん/?, C の 間の 関係を 記号 S , あるいは， = を 用 
いて 表せ。 

パ = UU は 6 の 約数}, バ = {1/2, 3, 4}， 

C = UU は 12 の 約数} 

要素が 1 つもない もの も， 集合の 特別な 場合と 考え， これを 空集合 
とよび， やで 表す。 

空集合 0 は， どの 集合に 対しても， その 部分集合 であると みなす。 
すなわち， どんな 集合/! についても である。 

MO 集合 U ， 2,3} の 部分集合は， 次の 8 つで ある。 

{ 1，2, 3}， {1,2}, {1,3}, {2,3}， {1}， {2}， {3}， 必 
M 〇 集合 { a : U は 正で， 5 以下の 奇数} の 部分集合を すべて 書け。 

集合ん / n こついて ， AS / ゴ であるが ， 4 キ /ゴ のとき， 4 はがの 
真部分集合 であると いい，/ 1 C /ゴ あるいは B 34 と 書く ことがある。 
面 〇 集合 {一 1，0, 1 丨の 部分集合 のうち， 真部分集合を すべてい え。 



_3 l 和 集合と 共通 部分 


2 つの 集合^ 4, 万 について， / I と/? の 少なくとも 一方に 属して いる 
要素 全体の 集合を， / I と /ゴ の 和 集合 ま 
たは 結びと いい， 

A \J B 

と 書く。 

すなわち 

パ UB = UUeZ または パ} 

である。 

g 〇 ① / I = {1，3, 6，1 0}， バ = {1，3,5,7} のとき 

4 U B = { 1，3,5,6,7, 10 } 

② 4 = U |—1 Sa : S 3}， /?= U |2 く ズ<5} のとき 

A U B = {x \ -\ ^ x < 5 } A . b 

_ — • 〇—• - 

問 7 >) 次の 集合を 求めよ。 一 1 2 3 5 

⑴ {1， 4,8} U {2,4,6,8,10} 

(2) { 1，2 } U { ズ | ー 1 < a: < 2 } 

(3) {x\-3< x <2}\J {x\-2^ x ^5} 

2 つの 集合ん" の 両方に 厲 している 要素 全体の 集合を， パと 万の 
共通 部分 または 交わりと いい， 

AHB 

と 書く。 すなわち 

4门5 = {ズ|ズ£4 かつ； c e } 

である。 




/ I と 5 に 共通の 要素が 1 つもない ときは， / I n 万 = 必 である。 
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WT 1 ) ① A = {1，3,6，10}， B = {1，3,5,7} のとき 

パ n b = { i ，3} 

② パ = UI — 1 S ズ g 3}, = UI 2 C ズ < 5} のとき 

/ infi = U|2 く； cS 3} — z — 4、、 ^ 

-1 2 3 5 

③ 4={2,4,6,8, …… }， B = {1，3,5,7, …… } のとき 

AC\ B = 0 

M 〇) 次の 集合を 求めよ。 

(1) {1,4,8,12} H {2,4,6,8,10} 

(2) UU く 3 } 门 UI 0 くズ <4 } 

(3) { a : 丨 一 3 S a : S 2 } 门 { a : 丨 ー2 < a : < 5 } 

⑷ {4,6,8}门{ズ|ズ は 9 以下の 素数} 

41 全体 集 赶 補 集合^ 

約数と か 倍数に ついて 考える とき， 自然数 全体の 集合の 要素に 限っ 
て 考える のが ふつうで ある。 また， 絶対値を 考える ときには， 実数 全 
体の 集合の 要素に 限って 考えて きた。 このように， 数学に おいては， 
はじめに 1 つの 集合 ひ を 定めて おき， ひの 部分集合 や，" の 要素に 
ついて 考える 必要が ある。 このと き， ¢7 を 全体集合 という。 

全体集合 ひの 中で， 部分集合 /! が 
与えられて いると き，/！ に 属さない 要 
素 全体の 集合を， 4 の 補 集合と いい， 

記号 I で 表す。 すなわち 

2 = U U e ひかつ ズ € 4 } 



である。 
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① ひ = し rU は 10 以下の 自然数} を 全体集合と するとき， 
4 = {1,3,6, 10} の 補 集合は 

I = { 2, 4, 5, 7, 8, 9 } 

② ひ = {ズ1ズ は 負の 実数} を 全体集合と するとき， 

4 = U |— 5 S ズ S -1} の 補 集合は 

Z = UU < -5 または 一 1 < a * < 0 } 

③ ひ ={ズ丨ズ は 9 以下の 素数} を 全体集合と するとき， 

4 = {2, 3, 5, 7} の 補 集合は 

A = <f> 

MO ひ = {2,4,6,8,10} を 全体集合と するとき， 次の 集合の 補 集合を 
求めよ。 

(1) {4,6} (2) {2,4,8} (3) U (4) <P 

集合/! とその 補 集合 7 T について， 次の ことが 成り立つ。 

ス "の 補 集合は/! である。 すなわち (ス ）= バ 
A C\~A = </> 

AUA=U 

全体集合 ひの 2 つの 部分集合 / I ， B について， 2 つの 集合/ 1 n 万 
および IU 万を 考えて みる。 下の 図の 斜線の 部分を 考える と， この 
2 つの 集合が 等しい ことが わかる。 すなわち 

A n B = A U B 
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同様にして，/ iub および / in 万 についても 

AU B = ^ n~B 

が 成り立つ。 

これらの 等式を ド = モルガンの 法則と いう。 

ニ-- —— ニ 彳 ド = モルガンの 法則 P 

An B = ~A U~B 
A U B = A C\ B 


[ wioj ) = uu は i から i 5 までの 自然数} を 全体集合 とし， パ，/ ゴを 
それぞれ， { w |" は 2 の 倍数}, {;/|« は 3 の 倍数 I とする。 このと 
き， 次の 集合を 求めよ。 

( 1 ) A ( 2 ) B ( 3 ) A \jl3 

( 4 ) A OU ( 5 ) TUli ( 6 ) A~nB 


< 練習問題 > 


1 •全体集合を ひ = UU は 整数} とするとき， 不等式 一 2 < ズ + 1 S 4 
の 解の 集合を 求めよ。 また， 全体集合を t / = {ズ丨ズ は 正の 実数} とする 
とき， 不等式一 2 <ズ+1$4 の 解の 集合を 求めよ 0 
2 •パ = {2,4,8 }, バ = {2, 3, 5,7, 11, 13 } とするとき， 次の 集合 とん /ゴ 
の 関係を 記号 S ， = を 用いて 表せ。 

(1) C = UU は 24 の 約数} 

(2) D = UU は 15 以下の 素数} 

(3) E = UIO < ズ < 20, ズ は 整数} 




第 1 章の 問題 


1. 次の 各 組の 2 つの 数の 数 直線 上での 距離を 求めよ。 ただし ， a >〇, 


A く 0 とする。 


( 2 ) 


(3) a, b 


2. 実数^ん c , r / について， 次の ことが 成り立つ ことを 証明せ よ 0 
“ 〉 /) かつ c * > ゴ ならば， a + c > b + d 


3. " = 1 + ン 
( 1 ) \a + b\ 


*./>=!- 


(3) \a\ + \b\ 

4 . 次の 式を 簡単に せよ。 


とするとき， 次の 計算を せよ。 
( 2 ) \a-b\ 

(4) \ a \ — \ b\ 


(1 ) (/T + /T + ノ 5 )(/"2 + — / T ) 


v^2 (1 - /3 


3/2 


/y + /F /6 ~-/t ^ /y 




5 . x = 


y — /^ とするとき， 次の 式の 値を 求めよ. 


⑴ ズ 2 + y 2 + 砂 




ぶ 十 1 y 十 1 ズ ‘ y 1 - 

6. 次の 式の 二重 根号を はずして， 簡単な 式に せよ。 


(1) >/21 - 12/3 


- 2 / 6 " 


7. t / = {ズ丨ズ は 正の 実数} を 全体集合 とし， その 部分集合を， 
A = { | 0 < -V ^ 4 }, バ ={ズ|3<ズ<6}， 

C = U | 6 S ズ S 10 } 

とするとき， 次の 集合を 求めよ。 


( 1 ) a n b 


(2) B U C 


(3) fine 


(4) A n~c 
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1. 次の [ ZI ] の 中に， 正 または 負の いずれ かの 語を 入れよ。 

(1) 以 一み > 0 かつ M < 0 ならば， びは □，みは □である。 

(2) み一 な〉 0 かつ 寻 < 0 ならば， 々は □，みは □である。 
2 •次の 式を 絶対値の 記号を 用いずに 表せ。 

\x - l\ + \x -2\ 

3 •ズ = ノ 4 — ノ15 のとき， 次の 式の 値を 求めよ。 

(1) x + i ⑵ パ + 会 ⑶ 


4 •次の 計算を せよ。 

/T 1 


⑴ （ド 


一 / 1 I 


/2 


Z 2* 



⑵ 


9 Q / 〇 〇 / ° 

77T~+V3)(/3 +/5) + TT^TT 一 7T:7J 


(3) 厂 1 , — — ， 1 , 

/3 —， 5 /3 + /5 

5. び び + 1 を 満たす 整数 没を 求めよ 。さらに， 

び + み = *7^ ニ f であると き， ゲ + 2 W + 2 ゲの 値を 求めよ。 

6. ひ = Ull S ズ S 50, ぶは 整数} を 全体集合 とし， その 部分集合を， 
/I = { ズ u = 2«, W は 整数}, = { ズ u = 3 w , w は 整数}， 

C = {ズ|ズ=3衫+1，《 は 整数} 

とするとき， 次の 集合の 要素の 個数を 求めよ。 

(1) A (2) C (3) A H B 

(4) A n~B (5) B U C (6) ~A D B 


式の 計算 

1 節 •整式と その 加法 •滅法 
2 節 •整式の 乗法 
3 節 •整式の 因数分解 
4 節 •整式の 除法と 分数式 
5 節 •指数の 拡張 


，•代の 数学は 実 川 的 かつ 技術的な ものが 中 
心であった ため， 商業， 牛彦 ，あるいは Iff の 
計算に かかわる 算術と， 天文， 測量， あるい 
は 建築に かかわる 幾何学が 主流であった。 今 
H 行われる ような 式の 計算が 定着す るまでに 
は， 多くの 人 問の 努力を 必要と した 0 

とくに， A の 計 P ； に 都 介の よい 表記法に つ 
いては， M い 問の 工夫が みられる。 + と 一の 
記号は 1489 年に 出版され た ウィ ド マンの r 実 
用 数学 J によって はじめて 使われた。 また, 
ヴィ エタは， 1591 年に 出版した 本の 中で A 2 
や/ 1 3 などを 衣す 略 乂 法を 丨 H いて， 式の 表記法 
の 基礎を 作った。 

数学を 7: ぶ丨 1 的の 1 つは 論现的 思考力を 高 
める ことで あるが， そのため にも， 計算 力を 
十分 身に つけて， 思考の 流れが 中断 しないよ 
うに 心がけよう。 
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[ T 1 節〗 整式と その 加法 •減法 


1 T 整 式 

数 や 文字， 数と いくつかの 文字の 積で 表される 式， たとえば 
3, a y 2 x 9 - bx"y 

などを それぞれ 単項式と いう。 単項式では， 掛け合わせた 文字の 個数 
を その 単項式の 次数と いい， 文字 以外の 部分を 係数と いう。 

とくに， 3 のように， 文字を 含まない 式の 次数は 0 である。 
g 〇 ① 単項式 一 5 似： の 次数は 2, 係数は 一 5 である。 

② 単項式 知 2 ： y の 次数は 4, 係数は 1 である。 

[問 1 » 次の ¥• 項 式の 次数と 係数を いえ。 

(1) 3by (2) - cb 2 (3) ^ (4) jx 2 y 2 z 2 

2 つ 以上の 単項式の 和で 表される 式， たとえば 

3 ズ + 4 ， 2 ズ 2 - 3 ズー 5 ， x 2 y 2 - 2xy 2 + 3y 

などを それぞれ 多項式と いう。 多項式では， 式に 含まれる 1 つ 1 つの 
単項式を 項と いう。 単項式と 多項式を 合わせて 整式と いう。 

③ 意ノ 2ズ 2 — 3 x +5 などを 2 ズ 2 + ( — 3 )x + 5 のように 書く こと も ある 0 
整式の 中に あらわれる 各項の 次数のう ち， 最も 次数の 高い ものを， そ 
の 整式の 次数と いう。 また， 整式 3 ズ + 4 の 中の 4 のように， 文字を 
含まない 項を 定数 項と いう。 

整式の 次数が w であると き， その 整式を/ 1 次式と いう。 

MO ① 整式 2ズ 2 -3 ズー 5 の 次数は 2, したがって， この 整式は 
2 次式で， 定数 項は 一 5 である。 

② 整式 ズ 2 タ 2 - 2砂 2 + 3 y の 次数は 4, したがって， この 整式 
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は 4 次式で， 定数 項は ない。 

(W2 » 次の 整式の 次数と 定数 項を いえ。 また， 各項の 係数 もい え。 

(1) 6 a - b (2) 5? + 4 ズー 2， (3) - ab 2 + 2 ab +X 

2 つ 以上の 文字を 含む 整式に ついて， 1 つの 文字に 着目して その 文字 
についての 整式と 考え， 他の 文字は 係数と して 扱う ことがある。 
1〇 ① 一 如 2 : V 3 は， ズ について は 2 次式で， 係数は 一砂 3 ，： y 
について は 3 次式で， 係数は 一知 2 である。 

② の: 2 + 6ズ + c は， ズ について 2 次式で， ズ 2 の 係数は な， ズ 
の 係数は 6, 定数 項は c •である。 

③ ズ〜 一 ズ 2 +ズゲ は， 4 次式で あるが， a : について は 3 次式，： v 
について は 2 次式で ある。 

間 3 >> 次の 整式を ズ についての 整式と して 扱い， その 次数と 定数 項， お 
よび， 各項の 係数を いえ。 

(1) 4 axy - 5 by (2) (3) — kx 2 -f 2 xy — y 2 + 3 

没と 4 の 2以 2 と 一；^ 2 のように， 文字の 部分が 同じで ある 項を 
同類項と いう。 たとえば， 整式 

2 x 2 y — oxy + 3 xy - xy 
では， 同類項を まとめて 

2 x 2 y - 5 x 2 y + 3 xy - xy = (2 - 5 ) x 2 y + (3 - 1 ) xy 

= - 3 x 2 y + 2 xy 

とする ことができる。 このように， 1 つの 整式の 中で 同類項を まとめて 
簡単に する ことを， 整式を 整理 するとい う。 

また， 1 つの 文字に ついて 整式を 整理 するとき， 着目した 文字の 次数 
の 高い 項から 順に 並べる ことを 降べき の 順に 整理 するとい う。 
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HMD 次の 整式を ズ について 降べき の 順に 整理せ よ。 

x 2 - ^xy - 4x 2 + 2y 2 - 4xy 
解》 x 2 — 5xy — 4x 2 + 2y 2 - 4xy 

= (1 - 4)x 2 - (5 + 4)yx + 2y 2 
= - 3x 2 - 9yx + 2y 2 

I 問 4 » 次の 整式を ズ について 降べき の 順に 整理せ よ。 

⑴ー 5 + 2 ズー？ + 3 ズ 

(2) 2 パ - 3 + む 3 - ズ 2 + 5 ズー 2? 

(3) 3>: 2 y + y 2 - 2x 2 y + 4xy + x 2 y - y 2 

"2 JT 卩 法と 減法 

2 つ 以上の 整式の 加法と 減法は， 同類項を まとめて 計算す る。 
Effi ) 2 つの 整式 

A = 3x 3 - 4x 2 + 5, B = 3 - 4x + Sx 2 

について，/ 1+ /? および パー/? を 求めよ。 

解 》 パ + バ = 3 ズ 3 - 4? + 5 + 3 - む + 5? 

= 3ズ 3 + (- 4 + 5) ズ 2 - む + (5 + 3) 

= 3ズ 3 + ズ 2 — む + 8 

バー/? = 3? — む 2 + 5 — (3 — む + 5ズ 2 ) 

= 3ズ 3 + (- 4 一 5)ズ 2 + む + (5 - 3) 

= 3 ズ 3 - 9 a : 2 + む + 2 

例題 2 は， 降べき の 順に 整理して， 次のように 計算しても よい。 

3ズ 3 - む 2 +5 3ズ 3 -む 2 + 5 

+1 5x 2 — 4x + 3 5 x 2 — 4 x + 3 


3? + ズ 2 — む + 8 


3x 3 - 9x 2 + 4x + 2 
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問 5 )> 次の それぞれの 整式 パ， おにつ いて，/ 1 + Z ? および/ 1 一 Z ? を 求 
めよ。 

(1) A = 3 a 2 + 2 a — l t B = - 2 a 2 + 4^ + 5 

(2) 4 = 2ズ 3 — 3ズ 2 + 5 ズ + 1, 5 = — 3ズ 2 + 4 i 3 + 2 

(3) A = 3 a 2 - 5 ab - 2 b \ B = 2 a 2 + lab - b 2 

7 <輕 歷） — — ^ 

1. 次の 式は 何 次式 か。 また， ズ または: y について は 何 次式 か。 

(1) 5 x 3 y 2 z (2) a - x 2 + x 4 

(3) a : 3 - 2 x 2 y 2 + 3 x 2 y + y 2 (4) axy 3 - y 2 + x - bxy 
2 •次の 整式を ズ について 降べき の 順に 整理せ よ。 

(1) x 3 - 7 x 2 + 3 x + 5 x 2 - x + i - 2 x 3 

(2) 5 x 2 - 3 y 2 + 4 xy + 2 x 2 - 3 xy - y 2 

(3) 4 x 3 - 2 x 2 y + 5 x 3 - 3 xy + 3 x 2 y + 2 xy + 4 
3 •整式ん C を 

A = a 2 - h 3 ad - 4 b 2 + 2 
B = 2 a 2 + 6 b 2 - 5 
C = - 2 a 2 + \ab - 2 b 2 
とするとき， 次の 計算を せよ。 

(1 ) A + B + C (2) A - B - C (3) A + 2 B - C 
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12 節 I 整式の 乗法 

TR 旨 ■則 — —ニ 

同じ 文字を 掛け合わせて 得られる 

a x a = a 2 , a 乂 a 乂 a = 

などを a の 累乗と いう。 な 2 を 《 の 平方，？ を c の 立方 ともいう。 

一般に， w が 正の 整数のと き， a を w 個 掛け合わせて 得られる 累乗 
を^ 2 と 書き， w を 累乗の 指数と いう。 び 1 はなで ある。 

MZD a 2 x a 3 = (a x a) x (a x a x a) = a 5 = a 2 ^ 

U 2 ) 3 = び 2 x び 2 x び 2 = び 6 = な 2 x3 

(ab ) 3 = ab x ab x ab = a 3 b 3 

一般に， 累乗の 間の 乗法には， 次の 指数 法則が 成り立つ。 

ニ - — . I 指数 法則 q 

沒キ 0, ゐキ 0 とし， w，w を 正の 整数と するとき 

a m a n = a m ^ n 
(a m ) n = a mn 
(ab) n = a n b n 


BO ① （一3 び 2 6) 3 = (— 3) 3 . U 2 ) 3 .6 3 

= - 27? ゲ 

® a 3 b 2 (2ab 2 ) z = a z b 2 ^2 3 a 3 -b 6 

= 8 ゲ +3 ゲ + 6 = 8 ゲゲ 
[ wTD 次の 計算を せよ。 

(1) 5a x 6a 3 (2) (- 2x 4 y 2 ) 2 (3) (4ab) 2 (a 2 b) 3 
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21 乗 法 

整式と 整式の 積は， 分配 法則と よばれる 次の 等式 
/I (5 + C) = + ZC 

(B + C)A = BA + CA 

を 用いて， 単項式の 和の 形に する ことができる。 これを 整式の 展開と 
いう。 展開され た 整式は， 降べき の 順に 整理 するとよ い。 

E 2 MD U 3 + 2 ズー 2) (3 ズー 1) を 展開せ よ 0 
(ズ 3 + 2ズ - 2)(3 i - 1) 

= (ズ 3 + 2 ズ 一 2).3ズ + ( ズ 3 + 2ズ 一 2) •(— 1) 

= 3? + 6? 一 6ズ - ズ 3 一 2 ズ + 2 

= 3 ズ 4 - ズ 3 + 6ズ 2 - 8 ズ + 2 

例題 1 は， 次のように 計算しても よい。 

ズ 3 +2x -2 

x ) 3 ズ 一 1 

3? + 6ズ 2 一 6ズ ( a : 3 + 2x - 2)-(3x) 

- ズ 3 -2x + 2 (x 3 + 2x - 2)- (-1) 

3? -ズ 3 + 6ズ 2 - 8ズ + 2 

] 問 2 》 次の 式を 展開せ よ。 

(1) U 2 — 2ズ + 1)(2ズ 一 3) (2) (x + 5)(2x 2 - x + 1) 

[ M 〇 次の 式を 展開せ よ。 

(1) (x 2 - x + l)(x 2 + x + 1) 

(2) (a — b) (a 3 + a 2 b + ab 2 + b 3 ) 
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3 f 乗法 公式 

整式を 展開 するとき， 次の ような 公式が 用いられる。 

— - - -- — 乗法 公式 ① 

I . {a + b) 2 = a 2 + 2ab + b 2 
{a — b) 2 - a 2 - lab + b 2 

II. (a + b) (a - b) = a 2 - b 2 

III. (x + a) {x + b) = x 2 + (a + b) x ab 

IV. (ax + b) (cx + d) = acx 2 + (ad + be) x + bd 


[g»J3 >) (x - ?>y)(x + 2y) = x 2 + (-3y + 2y)x + ( - 3y)(2y) 

= x 2 - xy - 6y 2 

次の 式を 展開せ よ。 

(1) (2x + 3y) 2 (2) (6a -5d) 2 

(3) (3x + 4y)(3x - 4y) (4) (2/? - 3a) (3a + 2/?) 

(SO (2x + 3y)(4x - 5y) 

= 2 • 4 • ズ 2 + {2 • ( — 5y ) + 3y • 4} a: + 3y •(- 5y ) 

= 8x 2 + 2xy ~ 15y 2 
問 5 » 次の 式を 展開せ よ。 

(1) (2 ズ + 3)(3 ズ + 5) (2) ( — 3 ズ + 2)(7 ズ + 5) 

(3) (2a - 5b) (3a + 7b) (4) (- 2a + 7b) (3a - 2b) 

MM ) U +y + 名） 2 を 展開せ よ。 

(x + y + z) 2 = {(x + y) + z} 2 

= (x + y) 2 + 2(x + y)z + z 2 
= x 2 + 2xy + y 2 + 2xz + 2yz + z 2 
= + y 2 + z 2 + 2xy + 2yz + 2zx 
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問 6 » 次の 式を 展開せ よ。 

(1) (x + 2y + 3z) 2 (2) (a + b- c) 2 

EE) u + a ) 3 を 展開せ よ 0 

解 》 （没 + ゐ) 3 = ( び + み) 2 ( 沒 + A) 

= (a 2 + lab + b 2 ) a + (a 2 + 2ab + b 2 ) b 
= a 3 + 2a 2 b + ab 2 + a 2 b + lab 2 + b 3 
= a 3 + 3a 2 b + 3ab 2 + b 3 

次の 式の 左辺を 展開す る ことにより， V の 公式が 確かめられる。 



[fflJ5 》 (2x -3y) 3 = (2x) 3 - 3 • (2x) 2 • 3y + 3 • 2x • (3y) 2 - (3y) 3 

= 8x 3 - 36x 2 y + 54xy 2 - 27y 3 
[MO 次の 式を 展開せ よ。 

(1) (x + l) 3 (2) (2x-y? (3) (3 ズ + 2y) 3 

次の 式の 左辺を 展開す る ことにより， VI の 公式が 確かめられる。 


乗法 公式 （ 





(2 ズ + 3)(4 ズ 2 — 6 ズ + 9)を展開せよ〇 
(2x + 3) (Ax 2 - 6x + 9) 


= (2 ズ + 3) {(2;c) 2 - 2 ズ .3 + 3 2 } 
= (2xY + 3 3 
= 8x 3 + 27 
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問 8 ) 次の 式を 展開せ よ。 

⑴ U + 2) ( ズ 2 - 2 ズ + 4) (2) (3 〇 — 2) (9, + 6 沒 + 4) 

練習問題 y 

1. 次の 式を 展開せ よ。 

(1) (3^ + 5)(2^ 2 - 3^ + 2) 

2 •次の 式を 展開せ よ。 

(1) (音ぺ) 2 

(3) ( ト 2 + 2 り ( レ - 2 み 1 

(5) (x 2 -y 2 Y 
3 •次の 計算を せよ。 

(1) 2U — 2) 2 — 2U — 2) + 3 

(2) ( ズー 1) 3 + 3( ズー 1) 2 +3( ズー 1>+1 

(3) (a + b) 2 + (a - b) 2 

(4) {a + b) 2 -(a - b) 2 
4 •次の 式を 展開せ よ。 

(1) 3(2 ズー 3 タ）（ 4 ズ + 5 タ） (2) (a - b-2)(a- b-7) 

(3) (a + b + c) (a + b - c) (4) (a - b + c) (a + b — c) 

(5) {a^bf(a-b) 2 (6) (x + l)(x - 2)(x + 3) 

(7) U-2)U — 4)U + 3)U + 5) 


(2) (x 2 + 2x + A)(x - 2) 

(2) {_d 

⑷ （ 2 ズタ — 3) (5 ズ ター 4 〉 

(6) U 2 + 3)U 4 -3^ + 9) 
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¢3 節]] 整式の 因数分解 


ll 因数分解 

整式 ズ 2 + 7ズ + 10 は 2 つの 整式 ズ + 2 と ズ + 5 の 積で 表され 
る。 このように， 整式を いくつかの 整式の 積の 形に 表す ことを 因数分解 
という。 このと き， ズ+ 2 と a : + 5 などを 整式の 因数と いう。 

整式の 中に 共通な 因数が あるときには， それを かっこの 外にく くり 
出す ことによって 因数分解 できる。 

例 1 )) ① 2ズ 2 タ — 4ズタ 2 = 2ひ （ズ 一 2 y ) 

② (m — n ) a + (n — m ) b = ym — n ) a — (m — n ) b 

= (m - n ) (a - b ) 

次の 式を 因数分解 せよ。 

(1) 3 a 2 b - 5 ab 2 (2) \ a z b 2 - 2 ab 3 

(3) (a - b)c -2( b - a ) (4) (3 x - y ) 2 - 3 x + y 
(5) a 2 — ab + ac — be 
因数分解は， 整式の 展開と 逆の 関係になる。 

そこで， 乗法 公式の 左辺と 右辺を 交換す る ことにより， 因数分解の 
公式が 得られる。 

■- - 1 因数分解の 公式 ① F 

I . a 2 + 2 ab b 2 = {a + b ) 2 
a 2 — lab + b 2 = (a — b ) 2 
U . a 2 — b 2 = (a + b ) (a — b ) 

III . x 2 + (a + b ) x + ab = (x + a ) (x + b ) 
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\ m ~ l ) ① 9ズ 2 + 12ズ + 4 = (3ズ） 2 + 2-3ズ*2 + 2 2 

= (3ズ + 2) 2 

② む 2 - 20砂 + 25 y 2 = (2ズ) 2 - 2 • 2ズ • + (5 y ) 2 

= (2x - 5y) 2 

③ 9ズ 2 - 16ゲ = (3ズ) 2 — （4 y ) 2 = (3ズ + 4 y )(3 ズー む） 

④ ズ 2 — 11 砂 + 28 y 2 

= x 2 + { ( — 4y ) + ( — 7y ) } a: + ( ~ 4y ) • ( — 7y ) 

= (x - 4y){x - 7y) 

[ H 2 ~D 次の 式を 因数分解 せよ。 

( 1 ) a 2 + + A ( 2 ) a : 2 - \Oxy + 25y 2 

( 3 ) a : 2 -36 ( 4 ) a 2 + 3ab + lb 2 

乗法 公式 IV から， 次の 公式が 得られる。 



MM ) 3ズ 2 — 5 ズ 一 2 を 因数分解 せよ 0 


— )> 3 ズ 2 - 5 ズー 2 

ac bd 


= ( び ズ + 6 ) ( 〇: + ゴ） 
とおくと 

,b * be 

c ， 、 d ► ad 

ac = 3, bd = — 2、 


ad + be 

ad + be = — 5 

3 一 2 


右の 図式から 

1 \ z 2 > fi 

a = l y b = - 2 t 

入 - 

一 1 

c = 3, d = \ 


一 5 

ゆえに 3 a : 2 - 5 ズー 2 ニ 

(x -2)(3 x + 1) 
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10 次の 式を 因数分解 せよ。 

(1) 3 x 2 + 4 a : + 1 (2) 6 x 2 - 7 x + 2 

(3) 6 a 2 + a - 12 (4) - 9 a 2 - 3 a + 2 


MM ) む 2 — ； - loy を 因数分解 せよ。 

\ f » » A ： についての 2 次式と 考え， 3 — 10 y 2 


右の 図式から 

3 x 2 - xy - I 0 y 2 
= (x - 2 y )( 3 x + 5 y ) 



[ W 4 » 次の 式を 因数分解 せよ。 

(1) 3 a : 2 十 5ひ + 2 ゾ (2) \ a 2 + \ ab - U 2 

(3) 2ズ 2 - 13 ズ y + 15ゾ ⑷ー 12ズ 2 + 5 xy + 3 y 2 


一 6_y 

5 y 
- y 


乗法 公式 VI から， 次の 公式が 得られる。 

ニ —— -t - -：： — -^― ■ 因数分 解の 公式 ③ a 

V . a 3 + b 3 = (a + b ) ( a 2 - ab + b 2 ) 
a 3 — b 3 = (a — b ) ( a 2 + ab + b 2 )/ 


m 1 ) ① 8? + 1 = ( 2 ズ） 3 + l 3 

= (2 ズ + 1){(2 ズ ） 2 — （2ズ）-1 + l 2 } 

= (2ズ + 1)(4 ズ 2 - 2ズ + 1) 

② ズ 3 - 27 y 3 = ズ 3 - （3 y ) 3 = U - 3： y ) (ズ 2 + 3砂 + 9ゲ) 

③ ズ 4 - ズ = ズ U 3 - 1 ) = ズ (ズー 1 ) ( ズ 2 + ズ + 1 ) 

BO 次の 式を 因数分解 せよ。 

(1) a 3 + 1 (2) ズ 3 - 8 (3) 27 沒 3 - 64 

(4) 8 ズ 3 — 27y 3 (5) a 4 + Sa 
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2 ■因数分解の 工夫 

いままで 学んで きた 公式を もとにして， やや 複雑な 式の いろいろな 
因数分解を 工夫して みよう。 

ズ 2 + 2ズッ 一 xe + y 2 — タ之 を 因数分解 せよ 0 
MU ) 之 について 整理して 

X 2 + 2xy - xz + y" - yz = - (x + y) z + x 2 + 2xy + y 4 - 

= 一 U + y ) 之 + U + y > 2 
= U + y ) (ズ + y 一 2) 

[ MO 次の 式を 因数分解 せよ。 

(V) ab - be + ac - h 2 (2) x 2 — 2x + xy + y - 3 

(3) x 2 y + x z z + xy 2 - y 2 z 

EMF ) 次の 式を 因数分解 せよ。 

(1) x 2 -(y-z) 2 (2 ) ゲー ゲ 

MU ) (1) 夕 一之 = 4 とおくと 

x 2 - (y - z) 2 = x 2 - A 2 

= (x + A)(x - A) 

= Kx + y — z) kx — y + z) 

(2) a 2 = A t ゲ = S とおくと 

a 4 - b 4 = A 2 - B 2 

= (A - B)(A + B) 

= (a 2 - b 2 )(a 2 + b 2 ) 

= (a + b) (a - b) {a 2 + b 2 ) 

[ MO 次の 式を 因数分解 せよ。 

(1) U — 2) 2 — （y + 2) 2 (2) (x - a) 2 - 4(x - a) + 4 

(3) a 4 - 16 (4) x 4 -5x 2 + 4 



3 節 整式の 因数分解 ね 

ES) I 2 - 6 砂 + 5 ゲ — + 7y + 2 を 因数分解 せよ。 

WZJ) x 2 - 6xy + 5y 2 - 3x + 7y + 2 
= x 2 - (6y + 3)x + 5y 2 + 7y + 2 
= x 2 - (6y + 3) x + (5y + 2) (y + 1) 

ここで 右の 図式の 1\ / 一 （ 5y+2) — ^ — （ 5y + 2) 

ように 考えて 1 入 一 （y + l) — ^ - ( y + 1) 

x 2 — (6y + 3) x + (5y + 2) (y + 1) — (6y + 3) 

= (x - 5y - 2) (x - y - l) 

次の 式を 因数分解 せよ。 

(1) x 2 + 3xy + (2y + l)(y - 1) 

( 2 ) x 2 - 2xy + y 2 + x - y - 2 

( jgM ) 因数分解は， ふつう， 整式の 因数の 係数が 有理数の 範囲で 行う。 

ところが， 整式 パ 一 2 は， 因数の 係数が 有理数の 範囲では 因数分解 
できない。 しかし， 因数の 係数を 実数の 範囲と すると 

x 2 -2 = X 2 - (/T) 2 = (x + /T)(x - yfT) 

のように 因数分解 できる。 



次の 式を 因数分解 せよ。 

⑴ 2 ゲー 18 ゲ （2) 6ズ + y — 2 ズ y - 3 

(Z、 acx - bd 七 adx — be (4) 2ズ 3 + ズ 2 - 2 ズー 1 

次の 式を 因数分解 せよ。 

⑴ ゲー 4 M + 4 ゲー 1 (2) 4x 2 + 20xy + 9y 2 

⑶ （ズ 2 -2) 2 - ズ 2 

次の 式を 因数分解 せよ。 

⑴ I 2 + 办 - 5 ズー ： y + 4 (2) 2x 2 — xy — y 2 - 7x + y + 6 
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0 4 節]] 整式; の 除法と 分数式; 


1 [整式の 商 匕 余り 

2 つの 整式ん パに 対して ， a = / ig となる ような 整式© が あると 
き，/! は 5 で 割り きれる といい， 4 B = Q と 表す。 このと き， 整 
式 （？ を，/! を バ で 割った 商と いう。 

たとえば， 2ズ 2 + 9 ズー 5 を 2 ズー 1 で 割った 商は a : + 5 である。 
2ズ 2 + 9 ズー 5 を 2 ズー 1 で 割る には， 整数の 除法と 同じような 方法 
で， 次のように 計算す る こと もで きる。 

— ズ + 5 商 

2 ズー 1 丁 2ズ 2 + 9 ズー 5 

2 x 2 - x ( 2 x - 1 )- x 

\Ox — 5 

\Ox - 5 (2 ズー 

0 

このような 計算では， 割る 式 も 割られる 式 も 降べき の 順に 整理して 
から 行う。 

U 3 + 6 ズ 2 — 32) + ( ズ + 4) を 計算して 商を 求めよ。 

113 x2 + 2x - 8 

ズ + 4 ) ズ 3 + 6ズ 2 — 32 

x 3 + 4 x 2 

2 x 2 

2ズ 2 + 8ズ 

一 8ズ - 32 
一 8ズ 一 32 


ゆえに， 商は ズ 2 + 2ズ 一 8 


0 
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Ml » 次の 計算を して 商を 求めよ。 

⑴ （ズ 3 + 3? - 20)+ U- 2) 

(2) (5x 3 + 9x 2 -22x + 4)^-(-4 + 2x + x 2 ) 

次に， （2 i 3 十 7ズ 2 - 3 x — 9) + U 2 + — 5) を 計算して みよう。 

2x + 3 

ズ 2 + 2 ズー 5)~2?+ 7 ズ 2 - 3ズ 一 9 
2ズ 3 + 4ズ 2 — 10ズ 

3x 2 + 7x - 9 
3ズ 2 + 6ズ 一 15 

x + 6 

ここで， ズ+ 6 の 次数は 割る 整式 ズ 2 + 2ズ_ 5 の 次数より 低い か 
ら ，同じような 計算を つづける ことは できない。 与えられた 整式を 

4 = 2 ズ 3 + 7 ズ 2 - 3 ズー* 9 
B = x 2 + 2x - 5 
とおくと， 上の 計算から 

A = B (2x + 3) + (x + 6) 

と 表される。 このと きも， 2ズ + 3 を 4 を B で 割った 商と いい， また 
ズ + 6 を 余りと いう。 余りの 次数は， 割る 整式 万の 次数より 低くな 
る。 

一般に， 整式^ 4 を 整式 5 で 割った 商を Q ， 余りを/? とすると 

A = BQ + R 
(/? の 次数） < (5 の 次数） 

が 成り立つ。 とくに，/? = 0 のとき， 4 は 5 で 割り きれる。 

次の 計算を して， 商と 余りを 求めよ。 

(1) (3? -む 2 + 2 ズ + 7)+(3 ズ + 2) 

(2) (2 ズ 3 + ズー 4) + (2 ズ 2 + ズ + 1) 
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2 ■整式の 約数と 倍数 

整式/! が 整式 万で 割り切れる とき， すなわち 4 = となる 整式 
Q が あるとき， 5 を/！ の 約数と いい， パを 万の 倍数と いう。 なお， 
因数は 約数で ある。 

たとえば， 36 ページの 例題 1 から わかる ように， 

4 = ズ 3 + 6ズ 2 - 32 

を ズ + 4 で 割る と， 整式 パは 割り切れて， 商は； c 2 + 2ズ 一 8 となる。 
したがって， ズ + 4 は/! の 約数で あり，/! は ズ + 4 の 倍数で ある。 
また， 4 は ズ 2 + 2 a : — 8 で 割り切れ るから， ズ 2 + 2ズ 一 8 も^! の 
約数で ある。 

意〉 約数， 倍数を 求める には， 因数分解を 利用 するとよ い。 

2 つ 以上の 整式が あるとき， それら すべてに 共通な 約数を 公約数と 
いう。 公約数の うち， 次数の 最も 高い 整式を 最大公約数 という。 

また， 2 つ 以上の 整式で， それら すべてに 共通な 倍数を 公倍数と い 
う。 公倍数の うち， 次数の 最も 低い 整式を 最小 公倍数と いう。 
g 〇 ズ 3 — ？ と？一 ズ の 最大公約数と 最小 公倍数を 求めて みよう。 
2 つの 整式を それぞれ 因数分解 すると 

ズ 3 ーズ 2 = ズ 2 U 一 1) 

X 3 - X = X (x + l)(x - I) 

したがって， 最大公約数は ズ （ズー 1) 

最小 公倍数は ズ 2 U + 1)(ズ 一 1) 

次の 各 組の 整式の 最大公約数と 最小 公倍数を 求めよ。 

(1) a 3 b s c ， ab z (2) ズ 2 — 2 ズ + 1, ズ 2 + ズー 2 

(3) ズ 2 - 9， ズ 3 — ズ 2 — 6ズ 
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2 つの 整式ん 5 が， 次数が 1 以上の 整式を 公約数に もたない とき， 
整式/ 1 とおとは たがいに 素で あると いう。 このと きの 最小 公倍数 
は，/! と 万との 積/！ パで ある。 

MO 整式 U + 2)(ズ 一 2) と 整式 ズ(ズ + 1) は 次数が 1 以上の 整 
式を 公約数に もたない から， たがいに 素で ある。 

したがって， 最小 公倍数は a:U + 1)U + 2)U — 2) 

2 つの 整式 パ， パは， それらの 最大公約数を C とすると， たがいに 
素で ある 約数/ 1'，/ ゴ ’によって， パ = パ' C, パ = と 書ける。 また， 

パと/? の 最小 公倍数を L とすると， ム= パ' と 書ける。 
したがって， が 成り立つ。 

上 のん = 47 グ G を 用いる と， 最大公約数が ズー 1， 最小 公倍数が 
ぶ (ズー 1)(3 a : + 2) である 同じ 次数の 2 つの 整式は， パ' /T = ズ (3ズ + 2) 
となる から， ズ（ズ 一 1> と U — 1)(3ズ+ 2) である 0 
ESS) 次の 3 つの 整式の 最大公約数と 最小 公倍数を 求めよ。 

ズ 3 - 4 ズ ，ズ 2 - 4 ズ + 4， ズ 3 - 2? 

系 33 3 つの 整式を それぞれ 因数分解 すると 

x 3 — 4 x = x ( x 2 — 4 ) = x (x + 2) (x — 2) 

ズ 2 — 4ズ + 4 = ( ズー 2) 2 

ズ 3 - 2 ズ 2 = ズ 2 U - 2) 

したがって， 最大公約数は ズー 2 

最小 公倍数は ズ 2 (ズ+ 2)(ズー2) 2 

商 次の 各 組の 整式の 最大公約数と 最小 公倍数を 求めよ。 

(1) ab 3 c 2 t ab A c z t a 2 bc 

(2) ズ 3 (ズ + 1) (ズー I ) 3 ， ズ（ズ + 1) 3 (ズ 一 l ) 2 ， 

x 2 (x + l) 2 (x - 1) 

(3) 4 x 2 - 1, 2 x 3 + x 2 , 4 x 2 + 4 x + l 
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y [分数式 

パ が 整式で， 万が 1 次 以上の 整式のと き， ^ ■の 形で 表される 式を 

分数式と いい，/ 1 を その 分子， パ を その 分母と いう。 整数と 分数を 合 

わせて 有理数と いうよう に， 整式と 分数式を 合わせて 有理式と いう。 

分数式では， 分数の 場合と 同じように， C を 0 でない 整式と すると 

AC _ A A^r C _ A 
BC _ B ， B 七 C _ B 

が 成り立つ。 したがって， 分数式の 分母と 分子に 共通の 約数が あれば， 
その 約数で 割って， 分数式を 簡単に する ことができる。 この ことを， 分 
数式を 約分 するとい う。 

次の 分数式は 以下の ように 約分で きる。 

犯①緣 = 夸 

… ズ 2 一 5 ズ + 6 — (ズ — 2) (ズ 一 3) — ズー 2 

® x 2 - 4 x + 3 ' ( x - l )( x - 3 ) - 

^ x - ~ 2 ズ + ]_ 一 （ズー l ) 2 一 x - 1 

x 3 - 1 - (x - \ ) {x 2 + X + \ ) ~ x 2 + X + \ 

•のように， 分母と 分子が たがいに 素で ある 分数式は， これ 以 
上 約分で きない。 このような 分数式を 既約分数 式と いう。 分数式の 分 
母と 分子を 最大公約数で 約分 すれば， 分数式は 既約分数 式になる。 

商 次の 分数式を 既約分数 式に なおせ。 


⑴ 

9 が 
\2x 3 y 

(2) 

8xy 3 z 2 

6x 3 y 2 z 

⑶ 

x 2 + 3x + 2 

(4) 

A： 2 — む 一 21 

x 2 -4 

2 ズ 2 + 4 ズー 6 

(5) 

a 3 -f 1 

(6) 

a 3 — b 3 

a 2 + 2a + 1 

a 2 — b 2 
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2 つ 以上の 分数式の 分母を 同じに する ことを 通分 するとい う 。通分 
する には， おのおのの 分数式の 分母の 最小 公倍数を 共通な 分母と なる 
ように すれば よい。 たとえば， 分数式^ と ズ 2 …乂ニ j は， 分母 
を I(X + 1 )U — 2> とする ことにより， 次のように 通分す る ことが 
できる。 


x + 2 x -r 2 (x + 2) (x — l) 
x 2 + x x (x + l) x (x + \)(x - 2) 

3 3 _ 3 ズ 

x 2 - x - 2 U + 1) (ズー 2) - ズ U + 1)U — 2) 

商 n > 次の 分数式を 通分せ よ。 





x + \ _ 
x 2 -3x + 2 


4 | 分数式の 加法と 減法 

分母が 同じ 分数式の 加法と 減法は， 次のように する。 

A C _ A + C A C _ A- C 

B i B 一 B ， B B 一 B 

分母が 異なる ときは， 通分して から 計算す る。 

_ ， 2 — ズ 3 -ふ - お！ を 計算せ ょ。 

r|p — ^ 2 a: — 3 3 ズー 2 

^ ~ ^ x 2 -3x + 2 x 2 - 4 

2x — 3 3 ズー 2 

(x — 1) (x — 2) (x — 2) (x + 2) 

_ (2x -3)(x + 2) (x ~ l)(3x - 2) 

— ( ズー 1)U - 2 )(ズ + 2) (x - l)(x - 2)(x + 2) 

: (2x-3)(x + 2)-(x-l)(3x-2) _ -x 2 + 6xS 

(x — l )(x -~2)(x + 2) (x — l)(x — 2)(x -\~2) 

_ — (a ： — 2)(x— 4) x — 4 

(x-l)(x-2)(x + 2) (x-l)(x + 2) 
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17 〉> 次の 計算を せよ。 




/〇\ 

a b 

(1) ^ + 1 + x + 1 


a _ b a + b 

(〇\ 3 2 

(A\ 

ズー 4 | x + S 

⑶ x 2 - x - 2 x 2 ~ 1 


x 2 -x T x 2 + x- 2 


5 ■分数式の 乗法と 除法 


分数式の 乗法と 除法は， 次のように する。 

A v. C _ AC C__ A ^ AD 

B ^ D _ BD ， B D_B C_BC 

次の 式を 計算せ よ。 

(u x + 1 5 (3x - l) 2 (n \ x 2 - 1 . X + 1 

⑴ 2 (3^-1) x U + l) 3 ⑵ ~P~-TxTT^^J 

疋飞 m ズ + 1 y 5 ( 3 ズー 1 ) 2 ■ 5 ( ズ + い （ 3 ズー 1 ) 2 

⑴ 2(3 ズー 1 ) X (ズ + 1) 3 — — 2(3 ズー 1 )U + 1) 3 

. 5(3x - 1) 

一 2U + l) 2 

f9) x 2 — 1 . X + \ x 40 — \ w — X 

ズ 2 一 2 ズ + 1 • ズ 2 - ズ x 2 -2x + 1 x + 1 

_ (x + l)(x - 1) x (x - 1) _ 

( ズー l) 2 x ズ + 1 — — ズ 

次の 計算を せよ。 


/i\ lX . 



1. 次の 計算を して 商と 余りを 求めよ。 

(1) (6 ズ 4 + A ： 3 — 10ズ 2 + 7ズ + 13) + (2ズ + 3) 

(2) ( ズ 3 + 8ズ + 7) + (ズ 2 + 6 ズ） 

(3) (2 i 3 - 3 パ- ズ + 4)+( ズ 2 + 2 ズー 5) 

(4) (5 ズ 4 + 3 ズ 3 - 16 ズ ）+ (ズ 2 + 2) 

2. 整式/! を ズ 2 — 2 で 割る と， 商が ズ + 2 で 余りは ズ + 5 であると い 
う。 整式/! を 求めよ。 

3. 次の 3 つの 整式の 最大公約数と 最小 公倍数を 求めよ。 

(a + f )) 2 - c 2 , (b + c ) 2 - a 2 , (c + a ) 2 - b 2 

4. 次の 計算を せよ。 

a) + ^ 



/〇\ 2 x 2 一 15ズ + 25 2 ズー 1 

w ズ 2 - 7 ズ + 10 ズ - 2 

5. 次の 計算を せよ。 



⑶ x ~ 1 丄ズ 2 + 2 ズ + 1 • ズ 2 ーズ 

2 x -\ * 2 x 2 + x-l ' x + 1 

⑷ （ 1 + か ト^ F ) 
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[ 5 節〗 指数の 拡張 

な# 0, ゐキ 0 とし， m ， w を 正の 整数と するとき 
指数 法則 a m a n = a m + n ， ( a m ) n = a m \ ( ab) n = a n b n 

が 成り立つ ことは すでに 学んだ。 

ここで， さらにな の 累乗の 間の 除法に ついて 考えて みよう。 
w 〉 w ならば， a m 七 a n = a m _ n 
m = w ならば， + び” = 1 
m < w ならば， 沒 771 + W = " a hm 

となって， c の 累乗の 間の 除法には， 指数の 減法が あらわれる。 そこで， 
0 や 負の 整数を 指数に もつ 数を 考えて， 次のように 定める。 

没* 0 とし， w を 正の 整数と するとき 

a° = h «' w = -^r 

たとえば， 沒_ 2 = +, tT s = ^ であり， なが 0 でない どんな 数で 

あつても，， は 1 である 。このように 定める と， 任意の 正の 整数 m ， 衫 
について， び w + な” は 次のように， 1 つに まとめて 表せる。 

a m ^ a n = a m x a n = a m ~ n 
EMD びキ 0 とし ， m = 3, «=— 2 のとき 

a m a n = a m ^ n 

が 成り立つ ことを 確かめよ。 

\ U ^1> a m x a n = a 3 x a ~ 2 = a 3 x -^ = a 

a m,n = a 3 + (-2) = Q 


ゆえに 


左辺 = 右辺 
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例題 1 のようにして ，ゲ^” = び 7 ^” は， が 正の 整数のと き だ 
けで なく， 任意の 整数と して 成り立つ ことが 確かめられる。 

問 1 〉> 次の 式の 値を 求めよ。 

(1 ) 2 x (- 4)~ 2 (2) 3 2 x 3' 3 ⑶ 2 -3 x 3 2 

(4) 2° x 3-* (5) 3~ 2 x 5~ 3 (6> 9 x 3 x (9 x 3广 2 

問 2 》 次の 計算を せよ。 ただし， 沒キ 〇 とする。 

(1) a' 6 x a 2 (2) a h x a s (3) a 1 ^ a h 

⑷ f 3 + f 3 (5) ^- 3 (6) (a- s r 2 

E !^ B > びキ 〇, み* 〇 とし ， w = 3, w = — 2 のとき 
(1) (a m ) n = a mn (2) iab) n = a n b n 

が 成り立つ ことを 確かめよ。 

mj) ( 1 ) ^ m)n = ^ 2 = J^ = je 

a mn = ^3x(-2) = ^-6 = J_ 

ゆえに ( a ， = 

⑵ （ ab) n = ( ab )- 2 = = 去 

a^n = a -2 b -2 = j,xj r = ^L T 

ゆえに ( ab) n = a n b n 

: 問 3 》 w = — 3, «= —4 のとき， 例題 2 の （1)， （2) が 成り立つ ことを 
確かめよ。 

> ロ 14 》 m = — 3, « = 0 のとき， 例題 2 の （1)， （2) が 成り立つ ことを 確か 
めよ。 

このよう にして， 指数 法則は w , m が どんな 整数で あっても 成り立 
つ ことが 確かめられる。 これまで 学んだ 指数 法則を まとめる と， 次の 
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ようになる。 


ニニ q —般の 指数 法則 q 

びキ 0,6 キ 0 とし， を 任意の 整数と するとき 

a m a n = a m,n 
(，yi = a m n 

(ab) n = a n b n 


非常に 大きな 数， あるいは， 非常に 小さな 数を 表すと き， 指数を 用 
いる ことが 多い。 たとえば， 次のように 表すと， 数の 大小の 比較 や 計 
算が 簡単になる。 

149000000 = 1.49 X 1〇 8 
0.000003 3 = 3.3 x 1〇_ 6 

[W5~D 次の 数を 2.34 と 10 の 累乗の 積で 表せ。 

(1) 23400000 (2) 0.00000234 


< 練習問題、 


1. 次の 計算を し， 結果を 指数を 用いて 表せ。 

(1) (一 2) 4 x ( — 2)_ 2 x( — 2) 3 (2) (3 2 )- 2 x (5 0 )- 2 

(3) 10- 3 + 1〇- 5 (4) 4- 3 + 4 2 x 4 3 

2. 1.47 X 1〇 8 + (3 X 1〇 5 ) を 計算せ よ。 
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第 2 章の 問題 


a 


i . 次の 計算を せよ。 

(1) 2? - - 6 — U 3 — a : +1) - (2ズ 3 + 2ズ 2 — 7> 


(2) f(x 2 -3xy^-y 2 )--j(x 2 -4xy-3y 2 ) 

2. 次の 計算を せよ。 

⑴ U + 2y ) 3 - (ズー 2 タ ) 3 

(2) (2a + 3b) (4a 2 - 6ab + 9b 2 ) 

(3) (x - y)(x + y){x 2 y 2 )(x A y 4 ) 

3 •次の 式を 因数分解 せよ。 

(1) a(a - b) - ac + be (2) 2mx 3 - Smx 2 - 24mx 

(3) 2 x 2 + (\a - \)x - 2a (4) 6x 2 - xy - \2y 2 

(5) a : 2 - 2xy + y 2 - 3x + 3y + 2 (6) a 3 + »b 3 - 3ab (a + 2b) 

4. 次の 各 組の 整式の 最大公約数と 最小 公倍数を 求めよ。 

(1) ズ 2 — 4, ズ 3 — 3 ズ 2 - 10 ズ 

(2) a 2 — b 2 ， a 2 + ab — 2b 2 ， a 3 — /) 3 

5. 整式 2ズ 4 + む 3 — 5 ズ 2 + む をズの ある 整式 4 で 割ったら， 商 2ズ 2 + 1, 
余り 2 ズ + 3 であった という。 整式 パを 求めよ。 

() •次の 計算を せよ。 


⑴ 

⑵ 


2 1 Zx _+ 4 

x — 2 x + 3 x 2 + 4x + 3 

2ズ 2 - 5 ど 3 • 2 ズ 2 - 9 ズ + 9 2ズ 2 — 5ズ + 3 

3 ズ 2 - 4ズ + 1 • 12ズ 2 + 1 U + 2 8ズ 2 + 6ズ + 1 


7 •次の 計算を し， 結果を 指数を 用いて 表せ。 


(1) 100000 + 0.0001 x i〇- 10 
⑵ 2.73 x 1(T 24 + (9.1 x 1〇ー 28 ) 
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圍 

1 •次の 計算を せよ。 

(1) (a + b + c)(a + b — c) + {a - b + c)(— a + b + c) 

(2) (x + 3)U — 3)U 2 +3a: + 9)U 2 — 3a: + 9) 

2. 次の 式を 因数分解 せよ。 

(1) .t 4 - Ux 2 y 2 + 45y 4 

(2) ( ズ 2 + 3ズ）（ズ 2 + 3ズ + 5> + 6 

(3) ab (a - b) + be (A ~ c) + ca (c - a) 

(4) (a + b) (b + c) (c ^ a) abc 

3. 最大公約数が 2 ズ +1 ， 最小 公倍数が 2ズ 3 +11 ズ 2 +17 ズ + 6 である 2 
つの 整式を 求めよ。 

4 • 次の 式を 計算せ よ。 



(?] x 2 + 2xy + y 2 - 1_ . + xy - x x 

xy - y 2 + y • x 2 - 2xy + y" - \ x 2 - y 2 - 2x + l 

(3) ix v " x ^ + A* 2 -2 ： S-f y 2 ) 

⑷ (a-bUa~c) + (b-c)(b-a) + (c-a)ic-b) 


5 . 




x 


b (x 


b 

a)(x 


a 


b) 


となる ことを 用いて， 


次の 式を 簡単に せよ。 

⑴ 7(x + i) + (7+ _ ljW +2) + Tx + 2k'x+3) + (x+3)(x + A) 

1 , , 1 丄 1 

ズ （ズ + 2) 了 （ズ + 2)(ズ+4) (ズ + 4)( ズ + 6) (ズ+6)(ズ + 8) 


⑵ 



方程式と 不等式 

1 節 • 2 次 方程式と その 解 
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3 節 • 2 次 方程式の 解の 公式と 判別式 
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2 次" 稈 式に 対応す る 数学の 丨⑴ 越は バビロ 
ニア や iV 代エ ジブ 卜に みられる。 その 解法は, 
数に よって， あるいは M 形に よってで あるか ニ 
いずれも £ の 解を 求める のみであった。 0 の 
槪^の 発 兄と ともに， 2 次 力 •朽， の ft の 解を 
認めた ことは， インドの 数学に# せられる。 

3 次み 侃と 4 次 力 •侃の 解法は 16111 伽 

中焰に 発 兄され た。 このと き， 力 ルダノに よ 
って， この 章で々 ぶ 複本 数の 概念が おぼろげ 
に 導入され た。 はじめに， ガウスは， 
複本 数の 概念を 確* するとと もに， 代数 ガ程 
式は 複本 数の 範 M で 必ず 解を もつ ことを 明ら 
かにした。 

一方， 1826 年に 20 代 前半の 数学者 アー ベル 
が 5 次 以上の 方程式は， •般 に， 代数 的に 解 
けない ことを 証明し， 人々 に 感銘を 与えた。 
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[ 1 節!] 2 次 方程式と その 解 


I についての 方程式が， （ズ の 2 次式） = 0 の 形で 表される とき， その 
方程式を ズ についての 2 次 方程式と いう 0 
2 次 方程式は， ルん c を 定数， a キ 0 として， 一般に 

ax 2 + bx + c = 0 

の 形で 表される。 方程式を 満たす A ： の 値を， その 方程式の 解 または 根 
といい， 方程式の 解を すべて 求める ことを， 方程式を 解く という。 
たとえば， 2 次 方程式 

ズ 2 - む + 3 = 0 
は， 左辺を 因数分解 すると 

(ズー 1 >U — 3) = 0 


となる。 したがって 

ズー 1=0 または ズ 一 3 = 0 
ゆえに， この 方程式の 解は ズ =1,ズ= 3 である。 これを 


ズ = 1， 3 

と 書く。 

ra 〇> 次の 2 次 方程式の 解を 求めよ。 

(1) (x + l)(x + 3) = 0 (2) 2 ズ 2 — JC 一 3 = 0 

(3) ズ 2 + 2 ズ + 1 = 0 (4) 3 ズ 2 — ズー 10 = 0 


ところで， 2 次 方程式 

2? + 6ズ + 1 = 0 


は， 簡単には 因数分解で きない。 しかし， 次のように する ことにより 
解を 求める ことができる。 



両 辺を 2 で 割り， 定数 項を 移項す ると 


1 節 2 次 方程式と その 解 .57 


X 2 + 3 x = — ^ すなわち + = — lr 

両 辺に (吾) 2 を 加えて 




7 



よって 


したがって 


X + Y = 土 VI" 


/T 

2 



ゆえに， この 方程式の 解は 
問 21 次の 2 次 方程式を 解け。 

(1) 5? - 8ズ + 1 = 0 

同様にして， 2 次 方程式 


一 3 + /T -3-/7 

ズー 2 2 

⑵ 3ズ 2 + む + 1 = 0 


x 2 - 2 x + 3 = 0 


を 解く ことを 考えて みよう。 
定数 項を 移項す ると 


? — 2 a : = - 3 

両 辺に 1 を 加えて 


x 2 - 2 x + 1 = -2 

よって U — I ) 2 = — 2 

しかし， どのような 実数 A ： についても， （ x — 1) 2 20 である。 した 
がって， この 方程式は 実数の 範囲では 解を もたない。 
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I 2 節〗 複素数 


T | 実数から 複素数への 数の 拡 張 

前節で 述べた ように， 2 次 方程式 

x 2 — 2x + 3 = 0 

は， 実数の 範囲では 解を もたない。 そこで， 数の 範囲を 拡張する こと 
によつ て， すべての 2 次 方程式が 解を もつ ようにす る ことを 考える。 
平方して 一1 となる ような 数， すなわち 

ズ 2 = - 1 

を 満たす 数; c は， 実数の 範囲では 存在し ない。 そこで， 平方して 一 1 
となる 1 つの 新しい 数を 考え， これを z •という 文字で 表す。 すなわち 

I 2 = — 1 

と 定める。 この 新しい 数/を 虚数単位 という。 

のみを 実数と して， 虚数単位/を 用いて 

a + bi 

の 形で 表される 数を 考える。 このような 数を 複素数と いう。 

複素数び + で， 6 = 0 である ものは 実 

実数 

数々 と 同じ ものであると 考える。 とくに， 複素数 

6 キ 0 である ものを 虚数と いう。 虚数 

たとえば 

2 + 3，， -2/, -5 + も\ \ - /T/, 4 

は， いずれも 複素数で ある。 とくに， 4 以外の 数は すべて 虚数で ある。 
複素数は， 実数を 含む より 広い 範囲の 数で あると いえる。 


<〇 主意〉 この 節では， 文字の ケ c ， ゴは 実数を 表して いる。 
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2 つの 複素数 a + M と c + みとが 等しい ことを 

a + 〇 1 = c + di a = c , b = d 

によって 定める。 とくに， 次の ことが いえる。 

a + bi = 0 ^ a = 0, b = 0 

(ズ + y ) + (ズ 一: y ) f = 3 + f を 満たす 実数 ズ ， y を 求めよ。 
^ » ズ， y は 実数で あるから， A ： + 兄 ズー： V も 実数で ある 0 

したがって， 上の 式が 成り立つ とき 

x + y = 3 
x — y = I 

両 式より； V を 消去して ズ=2 よって： y=l 

ゆえに ズ = 2, y = 1 

W〇 (2 ズー: y ) + U — 2 y)f = 1 + 8/ を 満たす 実数ん: y を 求めよ 0 
複素数 — か •を a + か •に 共役な 複素数と いう。 たとえば， 

3 — 5/ に 共役な 複素数は 3 + 5/ である。 また， 3 + 5/ に 共役な 複素 
数は 3 — 5/ である。 

2 つの 複素数 c M と び 一 6/ とを たがいに 共役な 複素数と いう。 

たとえば， 3 + 5/ と 3 — 5/ とは， たがいに 共役な 複素数で ある。 
H 〇 次の 複素数に 共役な 複素数を いえ。 

(1) 2 + / (2) - / T / (3) 5 (4) 0 

ぐ 注意) 複素数を の/? などの 1 つの 文字で 表す ことがある。 

ipj 素数の 四 則 計算 

複素数の 計算は， 文字/を 含む 有理式と みなして 整理し， その 中に 
f 2 が あらわれた ときには 


を 用いて， 式を 簡単に するとよ い 0 
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加法 •減法 

WTD ① （7 — 5/) + (3 + 20 =(7 + 3) + (-5/ + 2/) 

= 10 + ( — 5 + 2 )f = 10 - 3/ 

② （7 - 5/) -(3 + 2/) = (7 -3) + ( - 5/ — 2/) 

= 4 + (- 5 - 2) / = 4 - 7/ 

[ W 〇 次の 計算を せよ。 

(1) (一 2 + 3/) + (6 — 3/) (2) / T / + (— 1 + 2/) 

(3) - 2 i - (1 + 3/) 

乗法 

M 3 (7 - 5/) (3 + 2 i ) = 21 + 14/ - 15/ - 10/ 2 

= 21 + (14 - 15)/ + 10 
= 31 - / 

W4~D 次の 計筧 をせ よ。 

(1) (- 1 + /)(3 - 2/) (2) (2 + 30(2 — 30 

(3) / 3 (4) i 4 

問 5 )) 複素数び = fl + がに 共役な 複素数を/? とするとき， ぴ + /? およ 
び ぴ/? は， それぞれ 実数と なること を 示せ。 

除法 

7 - 5/ _ (7 - 5/) (3 - 2/) _ 21 - 14/ - 15/ + 10/ 2 
3 + 2/ ~ (3 + 2/) (3-2/) ■ 3 2 -(2/) 2 

21 - (14 + 15)/ - 10 : 11 - 29/ 

9 - 4/ 2 9 + 4 

_ 11 29 . 

- I 3'13 Z 

MO 次の 計算を せよ。 

⑶ + 


⑴ 


⑵ 



2 節 複素数 % 


複素数の 間の 加法， 減法， 乗法， 除法は， 次のように 行われる。 た 
だし， 除法では C + め' キ 0 とする 0 

加法 U + が） + (c + め •） = U + c ) + (6 + ゴ H 

減法 (a + bi) — （c + di) = (a — c) + (b — dU 

乗法 (a + bi) (c + di) = (ac — bd) + (ad + be) i 

除法 a + bi _ (a + bi)(c — di) _ ac + bd + be — ad . 

このように， 実数の 場合と 同様に， 複素数と 複素数の 和， 差， 積， 
商は 複素数と なって， 複素数の 四 則 計算は 自由にで きる。 すなわち， 複 
素数は， 実数と 同様に， 四 則 演算に ついて 閉じて いる。 

複素数の 加法と 乗法に ついて， 実数の 場合と 同様に 交換法則， 結合 
法則， および 分配 法則が 成り立つ。 

また， 実数の 場合と 同様に， 2 つの 複素数の 0 について 
必 = 0 ならば， ぴ = 0 または 厶 = 0 
が 成り立つ。 たとえば， この ことを 用いる と， 

(x + 2 i)(x - 2/) = 0 

であれば， a : + 2/ = 0 または a ： — 2/ = 0 

が 成り立つ。 したがって， この 方程式の 解は 

A ： = - 2/, 2/ 

である。 


3 『 負の 実数の 平方根 

数の 範囲を 複素数にまで 拡張する ことによって， 一般に， 負の 実数 
の 平方根を 求める ことができる。 

なを 正の 実数と して， 負の 実数 一 c の 平方根とは 
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x 2 = -a 

を 満たす ズ のこと である。 たとえば， 一 3 の 平方根は i 2 = — 3 を 満た 
す ズ のこと である。 つまり， 2 次 方程式 ？ + 3 = 0 の 解で ある。 

この 方程式の 左辺を 変形す ると 

ズ 2 + 3 = ズ 2 - （― 3) = ズ 2 - {一 （， T ) 2 } = ズ 2 — (/ rn 2 

よつ て （ズ + /TOU — / TO = 0 

ゆえに A ： + /Tf = 〇 または a ： — / y / = 〇 

したがって X = 几 I 、 一 m 

すなわち， 一3 の 平方根は ノ Tf と 一 である。 

一般に， 0>〇 のとき， 負の 実数 一 の 平方根は 

•/ a i と 一 氺 a i 

である。 負の 実数 一び の 平方根の うち/ T / を/^ びと 定める 0 つまり 
4 一 a = yj a I 、 - /- a = - / a i 

である。 たとえば， —/ニ— 5 = — / である。 
以上の ことを まとめる と， 次のようになる。 

— ■■ ■一， — _ ■ ■ i 負の 実数の 平方根 f = 

びが 正の 実数のと き 

⑴ 一 びの 平方根は， i ヒ ー厂 ^ i 
(ii) v - a = yfa i y — v-a = -/ai 


とくに， ノー 1=/， 一 ノー 1= 一/である。 

MO 次の 数を/を 用いて 表せ。 

(1) ノ — 16 (2) - ノー 18 (3) yj ~ — I * 

別 4 》 ぶ 2 + 7 = 0 の 解は， a : 2 = — 7 より 
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問 8 飞 次の 方程式の 解を 求めよ。 

(1) x 2 = -9 (2) X 2 + 11 = 0 (3) 9? + 5 = 0 

例 5 ~~ )) ① 一 4 + 25— _ ゾ在 / + ゾ 25 / ニ 一 2 z + 5/ 

= 3/ 

② x ニ/ Tf x = /T x /^7パ 

=/T x 3/3" x (- 1 ) = -3(/3~) 2 



同 次の 計算を せよ。 
( 1) (/^) 2 
(3) /^9 - /^27 


⑵/ '一 18 — ノー 50 
⑷ x 


(5) 


45 



< 練習問題 > 


1. 次の 計算を せよ。 

(1) (1 - /y/H/r + 4/) 



2 •次の 計算を せよ。 

(1) TT7-T^7 (2) 


⑵ （2-/^5)(2 + ノ-5> 2 





3. 等式/^/^ = は， な〉 〇, 6 > 〇 のとき には 成り 

立つ。 次の 等式の 左辺と 右辺と を 別々 に 計算して， 成り立たな いものの 番 
号を いえ。 


⑴ /^ x/T ニノ （一 2).7 (2) x v ^=7 = ノ (一 2) •( — 7) 


⑶ 


/8 

v^3 




4. (3 — 20 ズー （1 + = 14 - f を 満たす 実数 ん y を 求めよ 〇 
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13 節〗 2 次 方程式の 解の 公式と 判別式 


T | 解の 公式 

2 次 方程式の 解の 公式の 求め 方に ついては 中学校で 学んだ。 これを 
復習して みよう。 


3 ぶ 2 + + 1 = 0 の 解き方 

両 辺を 3 で 割り， 移項す る。 

ズ 2 + n 

すなわち 

x 2 + 2-jx= 

両 辺に ( D を 加える。 

れ 2 如 (，(IH 


ズ + 


5 V 25 — 12 


音) 2 = 


36 


13 

36 


x 


+ 音 = 土# 

/ I 3 


= 土 
ズ = 一 土 


6 

/ I 3 


解は ズ 


一 5 ± 


_ -5 + / I 3 -5-/13 


ax 2 + 6ズ+ c = 0 の 解き方 

両 辺を a で 割り， 移項す る。 


x 2 + -^-x = 


a 


すなわち 

ズ 2 + 

両 辺に ( 


_b 

la 

-V 


x = 


c_ 

a 


_ _c 
a 


la} 


を 力 n える, 


’ + 2 士 + 

( X + 


^) = \ la、_ L a 


a 


b 2 — 4ac 


4a 


x 


2a 


x 


= 土 
= 土 

b 


2a 


+ 


[b\ 

— 4ac 

V 4a 2 


— 4ac 

2a 

>/¥ 

— 4ac 

2a 


一一 b ± b z — \ac 
2a 


解は ズ = ニ 社# 
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52 ページの 2 次 方程式 ？ 一 2ズ + 3 = 0 を 解の 公式を 用いて 解く と 

, = 2±_^ = 2±^ f =1±/y . 

となって ，虚数の 解が 求められる。 このように， 虚数単位を 用いる と， 

2 次 方程式の : * 1 2 3 * 5 + ん v + c . = 0 は 複素数の 範囲で， つねに 解が 求められる。 


2 次 方程式の 解の 公式 




2 次 方程式の: 2 + 6ズ + c 、 = 0 の 解は 


x 


— b ± % b 2 — 4ac 
2a 


解の 公式を 用いて， 次の 方程式を 解け。 

(1) 2? + 3 ズー 1 = 0 ⑵ 9? - 12ズ + 4 = 0 

(3) ズ 2 + 3ズ + 4 = 0 

lm ~ y > (1) 解の 公式で， び =2, 6 = 3, c = 一 1 とおいて 

一 3±ノ3 2 — 4.2 •(— 1) 一 3±/!7 

ズー 2^2 一 4 

(2) 解の 公式で， な = 9, み = 一 12, c = 4 とおいて 

- ( 一- 12) ± /(- 12) 2 — 4 .9.4 12 ± 2 

ズー 2-9 — — 一 2— •§ ー3 

(3) 解の 公式で， な =1, み =3, c = 4 とおいて 

一 3±乃 2 — 4.レ4 _ - 3 土/ ^ 

ズ =_ ~2^1 = 

一 3 ± /Tf 
2 

fwTD 解の 公式を 用いて， 次の 方程式を 解け。 

(1) 5? - 5 ズ + 1 = 0 (2) 4 x 2 - 20 x + 25 = 0 

(3) ズ 2 — 3 ズ + 5 = 0 (4) 3ズ 2 - 6ズ + 4 = 0 

(5) 6? + ズ 一 1 = 0 (6) 4ズ 2 - 8 a : + 5 = 0 
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例題 1 の⑶ は， 2 つの 虚数で ある 解を もつ。 これを 虚数 解 または 
虚根と いう。 これに 対して， 例題 1 の ⑴と⑵ は， 実数で ある 解を も 
つ。 これを 実数 解 または 実 根と いう。 

例題 1 の⑵ は， 2 つの 実数 解が 一致して 1 つの 解と なった ものと 考 
え， この 解を 重複 解 または 重 根と いう。 

このように 考える と， 2 次 方程式は， 複素数の 範囲で つねに 2 つの 解 
を もっ。 

2 次 方程式 似: 2 + 2ゲズ + c = 0 について， その 解が 

Y 一一 b ’ ± 4 b ’ 1 一 ac 

ズー a 

となる ことを 示せ。 

113 解の 公式で， 6 = 2 ゲ とおくと 

一 lb . ± Mb ’？ 一 〜 ac _ - lb . ±1 れ Q — ac 
A 一 Ta 一 2 T 

一 b >1 b 丨 1 一 ac 

a 

問 2 】 例題 2 の 解の 求め 方を 用いて， 次の 2 次 方程式を 解け。 

(1) ズ 2 一 4 ズー 2 = 0 (2) ズ 2 + 2ズ + 2 = 0 

⑶ 8 ズ （3 -2 ズ > =9 (4) 3ズ 2 — む + 4 = 0 

2 ■判別 式 

2 次 方程式の : 2 + 知 + c = 0 の 解は 

_ - b ± れ 1 - \ac 


で 与えられ るから， 解が， 2 つの 異なる 実数 解で あるか， 重複 解で ある 
か， または 2 つの 異なる 虚数 解で あるかは， 根号 内の 式 ゲー 4 び c の 
値が 正の 数， 0， 負の 数の いずれになる かに よってき まる。 
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2 次 方程式の 解を 分類す ると， 次のようになる。 

/ゲ ニ 4此 が 0 でない 実数 ^ 2 つの 異なる 実数 解を もつ 
Jb 2 - \ac - 0 重複 解を もつ 

/ ゲーね c が虚数 ⑶ 2 つの 異なる 虚数 解を もつ 

ゲ 一 4 沉を Z ) で 表し 

D = b 2 — 4ac 

を， 2 次 方程式の : 2 + 知 + c = 0 の 判別式と いう。 

2 次 方程式の 解の 分類を， 判別式 D = ゲー を 用いて 書く と， 
次のようになる。 


■ — ! 2 次 方程式の 解 の 判別 p =| 

2 次 方程式の: 2 + ゐズ + c = 0 の 解は 次のように 分類され る。 
/)= ゲー 4^:>0 <=> 2 つの 異なる 実数 解を もつ 
D = ゲ 一 4 な c = 0 <=> 重複 解を もつ 
/)= ゲー < 0 ^=> 2 つの 異なる 虚数 解を もつ 


このように， 2 次 方程式の 解を 分類す る ことを 解を 判別 するとい う。 
M 3 ①ズ 2 — 8ズ + 3 = 0 の 解を 判別す ると 

D = ( — 8) 2 — 4. 1 -3 = 52 ゆえに， 2 つの 異なる 実数 解 

② ズ 2 -2/^ズ+ 2 = 0 の 解を 判別す ると 

/) = ( 一 2/ T ) 2 -4 • 1 • 2 = 0 ゆえに， 重複 解 

③ ズ 2 _5ズ+ 7 = 0 の 解を 判別す ると 

D = (-5) 2 — 4-レ7=—3 ゆえに， 2 つの 異なる 虚数 解 


IW3 » 次の 2 次 方程式の 解を 判別せ よ。 

(1) 6x 2 + 17 a : + 12 = 0 (2) 9 ズ 2 — 42ズ + 49 = 0 

(3) — x 2 + x — 1=0 (4) x (5 — 3x) = 2 
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MM ) 2 次 方程式 

x 2 - mx 2m - 3 = 0 

が 重複 解を もつ ように， 定数 m の 値を 定めよ。 また， そのと き 
の 解を 求めよ。 

\ MZJ > 与えられた 2 次 方程式の 判別式を/) とする。 

D = (― m ) 2 — 4 ( 2 m — 3) 

= w 2 — 8w + 12 

= (m 一 2M w 一 6) 

重複 解を もつ のは，/ ) = 0 の 場合で あるから， 
w = 2 または w = 6 
が 求める w の 値で ある。 
m = 2 のとき 

ズ 2 — 2 ズ + 1 = 0, U — I ) 2 = 0 解は ズ = 1 

w = 6 のとき 

ズ 2 — 6ズ + 9 = 0 ，（ズー 3) 2 = 0 解は ズ = 3 
間 4 一》 2 次 方程式 ズ 2 + m ズ + w — 1 ニ 0 が 重複 解を もつ ように， 定数 
w の 値を 定めよ。 また， そのと きの 解を 求めよ。 


< 練習問題 


1. 次の 2 次 方程式を 解け。 

(1) x 2 -3x-7 = 0 (2) 2? — 2 / Fa : + 1 = 0 

(3) (ズ 一 3) 2 = 4 ( ズー 4) (4) x (l — x) = 3 

2 •次の 2 次 方程式の 解を 判別せ よ。 

(1) x 2 - yflx + /3"= 0 (2) A ： 2 + 2/3x + 3 = 0 

3. 2 次 方程式 ズ 2 — （m — 3) ズ + m = 0 が 重複 解を もつ ように， 定数 
m の 値を 定めよ。 また， そのと きの 解を 求めよ。 
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I 4 節 I 2 次 方程式の 解と 係数の 関係 


ll 解と 係数の 関係 


2 次 方程式の: 2 + 知 + c = 0 の 解を 


a = …圪 ，日_ 

- b - Jb 2 ~ Aac 

2 a 

とおくと 


n . P - - b + y / b 2 - Aac , 

- b — >/ b 2 - \ac 
la 

a+p - 2 a + 

^_2 b = _ b 
2 a a 


一 ー厶 + ノ ゲー x 

- b - y / b 2 - 4 ac 

a 日- 2 a X 

2 a 


— b 2 - ( b 2 - Aac ) — \ ac 一 c 
\ a 2 \ a 2 a 

となる。 したがって， 次の ことが 成り立つ。 



例 1 》 2 ズ 2 + 3ズ + 1 = 0 の 解を の/? とすると， これらの 和と 積 
は， 解と 係数の 関係より 

a + 0 9 aP = 

[Ml >) 次の 方程式の 解を ひ，/? とするとき， それらの 和と 積を 求めよ。 
(1) x 2 + 6 x + 9 = 0 (2) (ズ一1)(2ズ + 3)+1=0 

(3) +ズ 2 + 音 x — . = 0 ⑷ ％/^ズ 2 - 2 ズ + 士 = 0 
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間 2 » 3パ 一 6ズ + 2 = 0 の 解を び， ガ とするとき， 次の 値を 求めよ。 

(1) (a-D(P-l) (2) \ + \ (3) a 2 + 0 2 

2】 2 次式 f 因数分解 




EE 3 D 次の 2 次式を 因数分解 せよ。 

(1) 3 ズ 2 + 5 ズー 2 ⑵ 2 ズ 2 + 4 ズー 5 (3) x 2 + x + 2 

呆 —D (1) 3? + 5 ズー 2 = 0 の 解は， 解の 公式より 



^ T ， — 2 

したがって 

3x 2 + 5x — 2 = 3 I x — ^ { x — (― 2) } 


= (3x - \ )(x + 2) 
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⑵ 2 ズ 2 + 4 ズ 一 5 = 0 の 解は 

一 2 土ン 2 2 — 2 •(— 5) — —2±/1^ 

ズー 2 — 2 

したがって 

2ズ 2 + む- 5 = 2 し- ~ 2 + /IT ) ( x - ~ 2 ~ /IT ) 

⑶ズ 2 + a : + 2 = 0 の 解は 

1±/1 ^ = — 1 ±/ ^ _ = べ乌 / y も 


したがって 



例題 1 の⑶ のように， 2 次式は， 因数の 係数を 複素数の 範囲にまで 
ひろげる とき， つねに 1 次式の 積に 因数分解 される。 

問 3 》 例題 1 に ならって， 次の 2 次式を 因数分解 せよ。 

⑴ 2 ズ 2 — 3ズ 一 1 (2) 2 ズ 2 + 10ズ + 11 

(3) x 2 + 2 x + 5 (4) 2 x 2 + /T x + 2 

63 ページで 学んだ 2 次 方程式の 解と 係数の 関係を 逆に 考える と， あ 
る 2 つの 数を 解 にもつよ うな 2 次 方程式を 求める ことができる。 


文 練習問題) 


1. 次の 2 次 方程式の 2 つの 解の 和と 積を 求めよ。 

(1) 5 x 2 + 10 x + 8 = 0 (2) y / Tx 2 ~ 3 / 2 x - /T = 0 

2. 次の 2 次式を 複素数の 範囲で 因数分解 せよ。 

(1) 2? + む + 1 (2) x 2 - 2 /Jx 4- 5 

3 •ぴ + が = 3, 砂 = 5 のとき， 2 つの 数の" を 解に もつ 2 次 方程式を 1 
つ 作り， この 方程式を 解け。 
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I ] 5 節]] 連立方程式 

TT 連 立 1 次 方程式 一 

連立 2 元 1 次 方程式の 解き方は 中学校で 学んだ。 ふつう， 2 つの 方 
程 式から 1 つの 文字を 消去して， 1 元の 方程式を 導けば よい。 たとえ 
ば， 次の 連立 2 元 1 次 方程式 

2 ズ + 3 y = 5 

a : — 2タ = 一 8 

では， ズを 消去す る ことにより， 7 y = 21 
これより タニ 3, このと き ズ =-2 

3 つの 文字を もつ 1 次の 方程式を 3 元 1 次 方程式と いい， これらを 
連立 させた ものを 連立 3 元 1 次 方程式と いう。 解き方は， 3 つの 方 程 
式から 1 つの 文字を 消去して， 連立 2 元 1 次 方程式に 導けば よい。 


次の 連立方程式を 解け。 

x - y + z = 2 ① 

x + 2 y - z = 2 ② 

2 x — 3 y + 2 z = 2 ③ 

I 解 》 ① + ②ょり 2ズ+ン=4 ④ 

② X 2 + ③ より 4ズ+タ=6 ⑤ 

⑤ -④ ょり 2ズ=2 

よつ て ズ = 1 ⑥ 

⑥ を④ に 代入して y = 2 ⑦ 

⑥ ，⑦ を①に 代入して 之 = 3 


ゆえに ズ =1 , y = 2, 名 =3 
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問 1》 次の 連立方程式を 解け。 

2x + 3y + z = 2 
(1 ) \ 3x + 2y + z = 4 
x + v + ^ = 3 


⑵ 


3x - y 
3y — z 
3z — x 


H 1 次と 2 次の 連立方程式 


2 つの 文字を 含む 1 次と 2 次の 連立方程式の 解き方は， 1 次 方程式の 
もつ 2 つの 文字のう ち， 1 つの 文字を 他の 文字を 含む 1 次式で 表し， そ 
れを 2 次式に 代入して， 1 元の 2 次 方程式に 導けば よい。 

次の 連立方程式を 解け。 

x + 2y = 5 ① 

x 2 + 2y 2 = 9 ② 


①より 


ズ = 5 — 2：y 


③ 


③を② に 代入して， 整理す ると 

(5 - 2y) 2 + 2y 2 = 9 
3y 2 - 10y + 8 = 0 
(3y - 4) (y - 2)= 0 

よって y = t または ンニ 2 
これを ③に 代入して 


タ=+ のとき ズ= 


ゆえに 


y =2 のとき ズ = 


問 2 )> 次の 連立方程式を 解け。 

- 1 ：；-；!, 


X = 

y = : 

( 2 ) 


x = 

y = 


2ズ 一 _y — 5 = 0 
x 2 + y 2 = 25 
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次の 例題 3 のよう な 連立方程式では， 2 次 方程式の 解と 係数の 関係 
を 用いて 解く ことがある。 

次の 連立方程式を 解け。 

x + y = 2 

ズタ = 一 2 

丨解 》 解と 係数の 関係から， ん y は/についての 2 次 方程式 

/ 2 — 2/ - 2 ニ 0 


の 2 つの 解で ある。 この 2 次 方程式を 解いて 

/ = 1 土 /T 

よって ズ = 1 + / T ならば ， y =l — # 
x = 1 - ならば， >； = 1 + /y 


ゆえに 


ズ = 1 + 

y = 1 - /y 
[ MO 次の 連立方程式を 解け。 
x -h y = 3 
xy = 2 


⑴ 


⑵ 


ズ = 1 - /"3 
y = I + /y 

I 13 ズ + 13y = 12 

1 — 13 砂 = 1 


MM ) 直角三角形の 直角を はさむ 2 辺の 長さの 差は lcm で， 小さ 
い 辺の 長さの 3 倍から 大きい 辺の 長さを ひいた ものは 斜辺の 長 
さに 等しい。 この 2 辺の 長さを 求めよ。 

» 直角三角形の 直角を はさむ 2 辺のう ち， 大きい 辺を ズ cm ， づ ヽ 


さい 辺を : V cm とすると 


斜辺の 長さは 3y — ズ 

ズと y の 間には， 次の 関係が 成り立つ。 


三 平方の 定理から 


x — y = \ 



(3y - x) 2 = x 2 + y 2 
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これを 整理して 

4y 2 -3xy = 0 

ここで， ズ 一 y = 1 だから ， x = y + 1 を 上の 式に 代入して 
解く と 

ズ = 1 ズ = 4 

y = 0 y = 3 

ズ > 〇， タ > 〇 であるから ズ = 4, y = 3 

ゆえに， 2 辺の 長さは 4 cm と 3 cm 

[ M 4 ~D 長さ 24 cm の 針金を 折り まげて 直角三角形を 作りたい。 斜辺の 長 
さが 10 cm となる ようにす るには， 他の 2 辺の 長さを それぞれ いく 
らに すれば よい か。 

ニ （練習 商 題 > — ~ 71 

1. 次の 連立方程式を 解け。 


x + y = 9 

2x - 3y + 5z = -\\ 

(1) y + 名 = 8 

(2) 5x + 4y - 6z = 5 

z + x = 7 

- 4 ズ + 7：y - 8 ミ = 14 

y = x - ^ 

y 2 = む + 1 

⑶ 

(4) 

9x 2 + \6y 2 = 144 

2 ズ + 3y + 5 = 0 

a- + y = 2 

2x + 3y = l 

(5) 

(6) 

x 2 - 3xy + y 2 = 5 

x 2 + y 2 = 2 


2 . 長さの 差が 12 cm の 2 本の 針金が ある。 これを 折り まげて， 2 つの 正方 
形を 作ったら， 面積の 差は 24 cm 2 であった。 2 本の 針金の 長さを 求めよ 0 
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[ 6 節〗 因数 定理と 高次方程式 

TT 因数 定理 

ズ についての 整式を， たとえば 

/ U ) = ズ 3 - 5ズ + 4， ジ “ ） = 3, — 5ズ + 2 
などの ように，/ U ) や 5 U ) などの 記号を 用いて 表す ことがある。 こ 
の 場合 ， i = 2 のとき の 整式の 値を，/ (2) あるいは 5 (2) と 表す。 
EO 整式を/ U ) = x 3 — 5ズ+ 4 とすると， 整式の 値は 
ズ=2 のとき /(2> = 2 3 -5-2 + 4 = 2 
ズ =-1 のとき/ (一 1)=( 一 I ) 3 — 5.(—1)+ 4 = 8 
ズ=0 のとき /(0> = 0 3 — 5.0 + 4 = 4 
ズ = なのと き / ( な） = び 3 — 5 没 + 4 
: 問 1 》 /(ズ）=ズ 4 ーズ + 2 について， 次の 値を 求めよ。 

(1) /(3) (2) /(0) (3) /(-2) (4) /( b ) 

整式/ U ) を 1 次式で 割った ときの 余りにつ いて 考えて みよう。 
たとえば 

/(ズ） = ズ 3 - 7 ズ + 5 
を 1 次式 ズー 2 で 割る と， 

/ U ) = ズ 3 - 7ズ + 5 = U - 2)( ズ 2 + 2 ズ - 一 1 
と 表される。 ズニ 2 のとき は 

/(2) = 2 3 - 7-2 + 5 = - 1 
あるいは /(2) = 0• (2 2 + 4 — 3) — 1 = 一 1 

したがって， 上の 3 次式を 1 次式 ズー 2 で 割った ときの 余り一 1 は， 
3 次式/ (ズ ）=ズ 3 — 7ズ + 5 に ズ =2 を 代入した 値/ (2) に 等しい 0 
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整式/ U ) を 1 次式 ズー C で 割った ときの 商を p U )， 余りを/? 
とすれば， 

/ { x ) = (x - a ) g ( x ) + R 
と 表され，/? は ズ を 含まない 定数と なる。 
x = 没と すれば 

/ { a ) = (a - a ) g ( a ) + R = R 
したがって， 次の 余りの 定理が 成り立つ。 


- -- こ 了—-- ご.- -_フ 余りの 定理 pz , 

整式/ U ) を 1 次式 ズー で 割った ときの 余り 尺は 

R = f(a) 


J 5 IJ 2 》 / U ) = ? — ズ + 2 について 

ズー 2 で 割った 余りは /(2) = - 2 + 2 = 16 

ズ + 1 で 割った 余りは /(-1)=(ー 1) 4 -( 一 1)+ 2 = 4 
問 2 》 /(ズ）=3 ズ 3 — ズ 2 — 8ズ+ 4 を， 次の 1 次式で 割った ときの 余り 
を 求めよ。 

(1) x -I (2) x + I (3) x + 2 

>13 》 整式/ (ズ） を 1 次式 似 一み で 割った 余りを 穴 とするとき 



が 成り立つ ことを 示せ。 

_ » /(ズ）= 8 パー 6ズ 2 — 7 を， 次の 1 次式で 割った ときの 余りを 求め 
よ 0 

(1) 2 x - 1 (2) 2 x + 3 

L 飾 J 》 / (ズ ） = ズ 2 + 似 + みを ズー 2 で 割る と 余りは 5 で， ズ + 1 で 
割る と 余りは 11 となる。 定数び と 6 を 定めよ。 
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IHD 整式/ U ) を ズー 1 で 割る と 余りは 6 で， ズ+ 3 で 割る と 余 
りは一 2 となる。 

/(ズ）を（ズー1)(1 + 3)で割ったときの余りを求めよ〇 
113 / U ) を U 一 1 )U + 3) で 割った ときの 商を ジ U ), 余り 

を 1 次式の： +ゐ とすると，/ (ズ） は 次のように 表される。 

/ ( x ) = (x — \ )(x + 3 ) g ( x ) + ax + b 
/ U ) をズ 一 1 で 割った ときの 余りは，/ (1) = 6 より 
/(1)= (1 - 1)(1 +3)^(1)+ a + b 
=6 

よって 泛 + 6 = 6 ① 

バズ） を ズ+ 3 で 割った ときの 余りは， バー 3)= — 2 より 
/(— 3) = ( — 3 — 1 M -3 + 3) ダ （一 3) — 3 な + * 

= - 2 

よって 一 3 び + 6= — 2 ② 

① ，② をの 6 にっいて 解いて 

a = 2 , 6 = 4 

ゆえに 2ズ + 4 

[ W 6~ D 整式/ (ズ） をズで 割る と 余りは 1， ズ + 1 で 割る と 余りは 2 とな 
る 〇 / U ) をズ U + 1) で 割った ときの 余りを 求めよ。 

余りの 定理で/? = / U ) = 0 のとき，； c にっいての 整式/ U ) は 1 
次式 ； c 一 c で 割り きれる。 したがって， 次の 因数 定理が 成り立っ。 

=•.. ■ = q 因数 定理 p = 

整式/ U ) にっいて，/ U ) = 〇 ならば， / U ) は 1 次式 
X — なで 割り きれる 0 
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\ mj ) /(1)ニズ 3 -2ズ 2 -ズ+ 2について 

/⑵ = 2 3 — 2-2 2 — 2 + 2 ニ 0 

であるから，/ U) は； c - 2 で 割り きれる。 

丨 問 7 » /(ズ） = ズ 3 — 2ズ 2 - ズ + 2 は ズ 一 1 で 割り きれる か 0 
[ W 8 >) /(ズ）=ズ 4 一 2ズ 3 +ズ 2 — 々 が ズー 3 で 割り きれる ように， 定数 
々の 値を 定めよ。 

MJM ) /(ズ）=ズ 3 — ズ 2 — む + 4 を 因数分解 せよ。 

\ m ~ l ) /( I ) = 〇 であるから， 因数 定理に より/ u ) は ズ 一 1 で 
割り きれて， 商は ズ 2 — 4 となる。 

ゆえに /(ズ） = ( ズー 1)( ズ 2 - 4) 

= ( ズー 1)U + 2)U — 2) 

次の 整式を 因数分解 せよ。 

(1) ズ 3 - 7 ズー 6 (2) パ 一 2ズ 2 + 3 ズー 2 


2 高次方程式 


(ズ ） が 《 次の 整式で あるとき， 方程式/ U ) = 0 を/ 1 次 方程式と 
。 3 次 以上の 方程式を 高次方程式 という。 

> 3 次 方程式？ 一 1 =0 を 解け。 

ズ 3 — 1 = 0 の 左辺を 因数分解 すると 


(ズー 1)(ズ 2 + ズ + 1) = 


したがって 


ズー 1 = 0 または ズ 2 + ズ 


よって ズ=1 または ズ= 


- 1 ± 


ゆえに ズ = 1， 


- 1 ± 
2 
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3 乗して 1 となる 数を 1 の 立方根 または 3 乗 根と いう。 

ズ 3 — 1 = 0 の 3 つの 解 

. — 1 + v 3 / — 1 一 v 〇 i 

ハ 2 2 

は， いずれも 1 の 立方根で ある。 

[ raT 〇 1 の 虚数の 立方根の 1 つを ので 表せば， 他の 1 つは の 2 となる こと 
を 示せ。 また， 1+ の + の 2 = 0 が 成り立つ ことを 示せ 0 
次の 方程式を 解け。 

(1) X 3 + 1 = 0 ⑵ズ 3 = 8 (3) ズ 4 = 1 

因数 定理を 何回 か 用いる ことによって， 次のように 高次方程式が 解 
ける ことがある。 

MM ) 4 次 方程式？ 一 8 ズ 3 + 14? — 8ズ + 1 = 0 を 解け。 

\ m ~ l ) バズ〉 =ズ 4 一 8ズ 3 +14ズ 2 — 8ズ+1 とおく 0 
/( I ) =1-8 + 14 - 8+1=0 

となる から， / U ) は ズ 一 1 で 割り きれる 0 

/( x ) = (x - l )( x 3 ~ 7 x 2 + 7 x - \) 

夕 （ズ ）=? 一 7ズ 2 + 7 ズー 1 とおく 0 

ダ （1)=1 一 7 + 7 — 1=0 

となる から， ダ U ) は ズー 1 で 割り きれる 0 
ダ U ) = (ズ 一 1 ) ( ズ 2 — 6 ズ + 1 ) 

したがって， 与えられた 方程式は 

U — 1) 2 (ズ 2 — 6ズ + 1)=0 

よって 

U — 1) 2 = 0 または ズ 2 — 6ズ+1=0 
x = \ または ズ=3± 2 /T 


ゆえに 


ズ = 1， 3 ± 2 /T 
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問 12 》 次の 方程式を 解け。 

(1) X 3 - 3 x + 2 = 0 (2) ズ 4 + 3ズ 3 - 5ズ 2 - 3 ズ + 4 = 0 

2 次 方程式の 解き方を 用いる ことによって， 次のように 高次方程式 
が 解ける ことがある。 

MM ) 4 次 方程式； c 4 一 5? + 4 = 0 を 解け。 

闲 1 ズ 2 =/ とおくと，/ についての 2 次 方程式 

/ 2 - 5/ + 4 = 0 

が 得られる。 これを 解いて 

t = 1 または / = 4 

すなわち ズ 2 = 1 または ズ 2 = 4 

よって ズ= 土 1 または ズ=±2 

ゆえに a : = ± 1， ±2 

[問 13 》 次の 方程式を 解け。 

(1) ズ 4 一 16 = 0 ⑵ ズ 4 一 10ズ 2 + 9 = 0 


_ く 練習 問 u 

1 . /(ズ）=4ズ 2 — 2奴 一々 2 + 1 が 2ズ+ 3 で 割り きれる ように，々 の 値 
を 定めよ。 

2. 整式/ (ズ） を ズ 一 1 で 割る と 余りは 3 で， ズ + 1 で 割る と 余りは 
-5 である 〇 / U ) を ズ 2 — 1 で 割った ときの 余りを 求めよ 0 

3. 1 の 虚数の 立方根の 1 つを のと するとき 


の 値を 求めよ。 

4. 次の 方程式を 解け。 

(1) ズ 3 — 5? + 8 ズー 4 = C 

(3) ( x 2 - X? -3( x 2 - x ： 


(2) x 3 -^6 x 2 - x - 6 = 0 
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17 節！] 不等式 


TT 不等式と その 解 

2 つの 整式を 不等号 >, 2 などで 結びつけた 式を 不等式と いう。 
不等式 

I 一 5>4ズ + 1, x 2 > x + 6 
などに ついて， これを 満たす ズ の 値を 不等式の 解と いう。 不等式の 解 
の 集合を， 単に 解 ともいう。 それを 求める ことを， 不等式を 解く とい 
う。 実数と 虚数の 間， 虚数と 虚数の 間では 大小 関係を 考えない ので， 不 
等式の 中に 含まれる 文字は， すべて 実数を 表す ものと する。 

不等式を 解く には， 第 1 章 1 節で 学んだ 実数の 大小に ついての 基本 
性質と 符号の 規則な どが もとになる。 たとえば， 上の 不等式 

ズー 5 > 4ズ + 1 

を 解いて みよう。 

両 辺に 5 を 加える。 すなわち， 一 5 を 移項して 

x > 4x + 6 

両 辺より 4 ズを ひく 。すなわち， 4ズ を 移項して 

一 3 ズ > 6 

両 辺を 一 3 で 割る。 このと き， 不等号の 向きが 変わる から 

ズ < - 2 

したがって， 解の 集合は {ズ| ズ <- 2丨 である 。これを 単に 
ズくー 2 と 書く ことにする。 これを 数 直 


線 上に 示す と， 右の 図の ようになる。 


2 



問 1 》 次の 不等式を 解き， 解を 数 直線 上に 図示せ よ。 
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(1) + A ： + j 〉 ~| |~ズ （2) j (1 - 2 ズ ) + 1 〉 2 ( a : - 1 ) 


ESD 次の 2 つの 不等式を 同時に 満たす a ： の 値の 範囲を 求めよ。 

2x + \ ^ - x - 5 
3x — \ < x + \ 


g _ 》 第 1 の 式を 解いて ズ2—2 
第 2 の 式を 解いて ズ < 1 
ゆえに， 求める ズ の 値の 範囲は 


一 2 S ズ < 1 


》 次の 2 つの 不等式を 同時に 満たす ズ の 値の 範丨 用を 求めよ。 


⑴ 


一 + 1 2 ズー 5 
3ズ + 1 > ズー 1 


- 5x + 7 < 3x - 9 

⑵ 

1 一 2U + 1) 2 3(2 — ズ） 



絶対値の 記号を 含む 不等式は， 絶対値の 記号を 含まない 式に 変形し 
て 解く とよい 0 
MM ) 次の 不等式を 解け。 

(1 ) U + 3| < 5 (2) U - 2 | > 3 

m y > (1) ズ + 3 2 0 すなわち， ズ 2 —3 のとき 
a :+3<5 より ぶ <2 

したがって 一 3 Sa :<2 ① 

x + 3 < 0 すなわち， ズ < 一 3 のとき 

一 U + < 5 より ズ > — 8 

したがって 一8 く a : < —3 ② 

ゆえに， ① ，② より 


-8 < x < 2 
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⑵ x — 220 すなわち， のとき 
x-2>3 より ズ>5 

したがって j >5 ① 

I — 2 < 0 すなわち ， at < 2 のとき 
- U - 2) > 3 より a : < -1 

したがって A ： く 一 1 ② 

ゆえに， ① ，② より I < ー1， 5 < A * 

MO 次の 小 等式を 解け。 

(1) | 1 - 2a* | < 4 (2) | 2x - 3 | > 5 

ど/を 実数と し，々 を 正の 実数と する く k 〇 p 

とき， 点 PU ) と 原点との 距離を 考え \ ^ … 

ると (ハ〉 k 0 P 

1 i 1 ~ I —— 叫 

レ/ 1 < 々 ならば 一 k < (i < k k o k a 

|“| > 々ならば "く 一々 または々 く“ 

が 成り立つ ことが わかる。 

この ことは 絶対値の 記号を 含む 不等式を 解く のに 役立つ。 

WTD U 一 3|く4 ならば 一 4 く 1-3<4 
ゆえに 一 1 < ズ < 7 

問 4 》 問 3 の 不等式を 例 1 に ならって 解け。 

2 j 2 次 不等式 - 

不等式に おいて， 移項して 整理す る ことにより， 次の いずれ かの 形 
になる 不等式を 2 次 不等式と いう 。ただし， びキ 〇 とする。 


ax"' + + c > 0, 

ax 2 + + c ^ 0, 


ax 1 + bx + c < 0 
ax 2 + bx + c ^ 0 
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たとえば， 2 次式； c 2 _ ズー 6 は， x のとる 値に よって， 正， 〇, 負 
の 値を とる。 これを 用いて， 2 次 不等式 

x 2 — x — 6 < 0 

を 解いて みよう。 

A ： 2 — ズ 一 6 = U + 2)( ズー 3) となる から， A ： の 値に よって， この 
式の 値の 符号の 変化を 調べる と， 次の 表の ようになる。 


ズの 範囲 

バー 2 

x = -2 

- 2< ズ < 3 

x = 3 

3< ズ 

x + 2 


mm 

+ 

D 

D 

ズー 3 



— 


n 

(ズ + 2) (ズー 3) 

+ 

0 

一 

0 

+ 


上の 表から， ズ 2 — ズー 6 < 0 を満 
たす 解は 一2<ズ<3 -2 3 " 

Mm ) 2 次 不等式 ーズ 2 + 4 ズー 3 S 0 を 解け 0 
両 辺に一 1 を 掛ける と 

ズ 2 — む + 3 ミ 〇 
x 2 — 4 x + 3 = (x — \ ) (x - 3 ) 

より， この 2 次式の 値の 符号の 変化は 次の 表の ようになる。 


— 


















BBBa 

mm 




n 


上の 表から， 求める 解は 
x 
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問 5 » 次の 2 次 不等式を 解き， 解を 数 直線 上に 図示せ よ。 

(1) ( x - 2 )(x + 3)>0 (2) x(x - 2)^0 

(3) — ズ 2 + 3ズ 一 2 < 0 (4) 2ズ 2 — 3 a : - 2 S 0 


2 次式の: 2 + 知 + c が， 次のように， 異なる 2 つの 因数の 積 
ax '- + bx + c = a (x — a ) (x — ^) 

で 表される とき， 似 2 + & + c = 0 の 判別式は 正で ある。 

び〉 0 ならば， の: 2 + 6ズ + c : の 符号と （ズ 一 ひ） （ズ 一 厶） の 符号 
は 等しい 。そこで， ぴく 厶 として ， U - ひ） （ズー 厶） の 値の 符号を 調 
ベる と， 次の 表の ようになる。 



び >0 として， cU - a ) (ズー 冷） の 符号を 数 直線 上に 表す 0 





gBF ) 次の 2 次 不等式を 解け。 
(1) ズ 2 + - 35 < 0 
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(2) - x 2 + x + 10 ^ x (x + 5 ) 
\m ~~ J ) (1)ズ 2 + 2ズ-35 =(ズ + 7)(ズー5)より 

{ x -(- 7 ))( x - S )<0 
ゆえに _7<ズ<5 

(2) 移項して 整理す ると 

- 2 ズ 2 — 4 ズ + 10 S 0 
両 辺を 一 2 で 割る と 

ズ 2 + 2 ズー 5 2 0 

a : 2 + 2 a : — 5 = 0 の 解は ズ = 一 1 土/^" 

したがって 

x 2 + 2 x - 5 = { x - \ - / F ) } { a : — (- 1 + / F ) } 

これから {ズー （一 1 一 ゾ6)} {ズー （一 1+ ,6)}20 
ゆえに ズ$ — 1 一ノ^， — 1 + /6 ^ x 

W 〇 次の 不等式を 解け。 

⑴ （ズー 2)( ズー 4) <0 (2) x - x 2 ^0 

(3) ズ 2 - 3 ズー 2 > 0 (4) 2 U + 3) 2 2ズ 2 + 1 

MO 次の 不等式を 満たす ズの 整数 値を すべて 求めよ。 

(1) ズ 2 - 11ズ + 24 S 0 (2) 1 + 4ズ一2ズ 2 20 

(3) 2ズ 2 + 4ズ — 30 < 0 ⑷ - 7 ズ 2 - 4 a : + 3 〉 0 

2 次式ぬ: 2 + 知 + c が， 次のように， 同一の 2 つの 因数の 積 
ax 2 + bx + c = a \x - aY 

で 表される とき， 似 2 + 知 + c = 0 の 判別式は 0 である。 

び〉 0 ならば， な （ズー ひ） 2 2 0 であるので， ズ = ひのとき に 限り 


没 （ズーび ) 2 = 0 となる。 
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したがって， の: * 1 2 3 + 6ズ+ 〇 は， ズがぴ 以外の すべての 実数に 対し 
て 正と なる。 また， この場合， 似: 2 + / U ： + C <0 を 満たす 実数 値は な 
い。 このと き， の: 2 + + C < 0 は 解な しとい う 0 

等号の 成り立つ 場合 も 含めて， これらを まとめる と 次のようになる。 

丨 . - - — ニ / > =0 のとき の 2 次 不等式の 解： ^ 

沒 > 0， の: 2 + か C + C = 没 （ズー ひ） 2 として 

f 沒 U — び) 2 > 0 の 解は び 以外の 実数 全体 

( 1 ) 

t — び) 2 2 0 の 解は 実数 全体 

f な U — ひ) 2 <0 は 解な し 

( 2 ) 

、な U — ひ） 2 S 0 の 解は x = a 


E ^> 次の 2 次 不等式を 解け。 

( 1 ) ズ 2 一 4 ズ + 4 > 0 ( 2 ) - x 2 + 4x - 4 > \0x + 5 

m ~ (1) ズ 2 — む + 4 ニ （ズー 2) 2 

U — 2) 2 〉0 より， 解は 2 以外の 実数 全体で ある 0 

(2) 移項して 整理す ると 

一 ズ 2 — 6 ズー 9 〉 0 
したがつ て ズ 2 + 6 ズ + 9 < 0 

ここで a : 2 + 6ズ + 9 = U + 3) 2 

しかし， つねに U + 3) 2 2 0 である。 よって， 解な し。 
； rD 次の 不等式を 解け。 

(1) 4? 一む + 1 〉 0 (2) x 2 - 2/3" a : + 3^0 

(3) 6 x 2 + Sx + 6 <( x -\) 2 


2 次 方程式の : 2 + か： + c = 0 の 判別式/; が 負で あるときを 考え 
てみ よう。 2 次式の: 2 + + c は 次 ページの ように 変形で きる。 




7 節 不等式 


ax 10 + bx + c 


= a 


f t b\ * 1 2 b 2 - Aac 
, X+ U) 4T~ 


= a[x 


去) 


— D 
4 a 


沒 > 0 ならば， 沒ズ 2 + fcc + c は， すべての 実数 値に 対して 正と なる。 
したがって， 似: 2 十れ + c S 0 は 解な しで ある。 

等号の 成り立つ 場合 も 含めて， これらを まとめる と 次のようになる。 


■ ■■■■ . . /) < 0 のとき の 2 次 不等式の 解 q 

び 〉 0， の: 2 + + c = な U + />) 2 + 

ル = 去， ぐ： とし T 
(1) 0(ズ + /)) 2 + (7 > 0 の 解は 実数 全体 

⑵泛 U + /0 2 + « S 0 は 解な し 


EHE ) 次の 2 次 不等式を 解け。 

(1) ズ 2 - 2ズ + 2 > 0 (2) 2? - 12ズ + 21 S 0 

m y> (1) ? 一 2 ズ + 2 = U 2 — 2 ズ + 1) + 1 = U — l) 2 + 1 

(ズ 一 1) 2 + 1 〉0 より， 解は 実数 全体で ある 0 

(2) 2 ズ 2 — 12 ズ + 21 = 2 (ズ 2 - 6ズ + 9) + 3 

= 2( ズー 3) 2 + 3 

どのような 実数 A ： についても 2(ズー3) 2 + 3>0 となって, 
解な しで ある。 

@〇 次の 不等式を 解け。 

( 1 ) X 2 -Sx + \7 >0 ( 2 ) x 2 -7x - 11^ 2x 2 - x 


Mili ) 次の 不等式を 同時に 満たす ズの 値の 範囲を 求めよ。 

{x + \){x -Z)^2x (x + l) ① 

x 2 - x - 20<0 ② 
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系》 ① について， 移項して 整理す る。 

? + 4 ズ + 3 - 0 

ズ 2 + 4ズ 十 3 = (ズ + 1 ) U + 3) より 

(x + \)(x + 3)^0 

よつ て ズ$ — 3， 一 ISa : ③ 

② は？一 ズ 一 20 = U + 4) U - 5) より 
{ a ： — (― 4)}( a : — 5)<0 

したがって 一 4 く ズ<5 ④ 

③と④ を 数 直線 上に 表すと 

ー③ 

④ _ 


一 4 一 3 — 1 5 

ゆえに， 共通 部分を とって， 求める 範囲は 


一 4<ズ$ — 3, - 1 ^ x < 5 


@110 D 次の 不等式を 同時に 満たす; c の 値の 範囲を 求めよ。 


⑴ 


J ズ 2 - 2 ズー 3 S 0 

1 2 ズ 2 — ズ > 0 


⑵ 


ズ 2 + 4 ズ - 21 > 0 

-x 2 + x + 6^0 


< 練習問題 1 


1 •次の 不等式を 解け。 

(1) x (x - 2) < 2x (x + 1) (2) x 2 + 5^ 3x 

(3) U + 1)(3 ズ 一 5) 2 (ズ + 1)U + 2) + 5 
2 •次の 不等式を 同時に 満たす ズの 値の 範囲を 求めよ。 

ズ 2 + む S 12 ズ + 9 

(1) (2) 4 ズ 一 3 S ズ 2 S 8 ズ 一 7 

1 I 2x - 3 | > 1 



第 3 章の 問題 «5 



A 


1. 次の 計算を せよ。 

(1) (3 + /^8) + (7 - v ^2) (2) (2 + f )(3 — 5/) 

(3) 1 一/ + / 2 — f 3 + / 4 — / 5 (4) 

2 •次の 方程式を 解け 〇 

(1) lr 2 — 7 ズ +2 = 0 ⑵ 2 ( ズー 2 )(ズ 一 4) = ズ 2 — 12 

(3) .v 2 + (.v + I) 2 + (x + 2) 2 = x (4) X 3 - 2x 2 - 9x + 4 = 0 
： i . 2 次 方程式 A ： 2 — （ m — 1)ズ + m + 2 = 0 が 重複 解を もつ ように， 定数 
w の 値を 定めよ。 また， そのと きの 解を 求めよ。 

ズ 2 + 1 + 4 = 0 の 2 つの 解を の/? として， 次の 式の 値を 求めよ。 

⑴ u - 外 ⑵ > + ふ ⑶ G + i ) (パ + +) 

5. 次の 2 つの 数を 解 にもつよ うな 2 次 方程式を 1 つ 作れ。 

(1) 2 + / I , 2 - /3 (2) 3 + /17， 3 - Jli 

<>•? 一ぶ 2 — 6 を 次の 数の 範囲で 因数分解 せよ。 

⑴ 有理数 （2) 実数 （3) 複素数 

7. 次の 連立方程式を 解け。 
x - 2y + z = -S 

2x + y = 4 

(1) 2x + y - z = 3 (2) 

x 2 + x -2y = 16 

-x + 3y + 2z = \ 

« •整式/ U ) を ズー 1 で 割る と 余りは 7 で， ズ + 2 で 割る と 余りは一 2 
になる という 〇 /( ズ） を U — 1)(ズ + 2) で 割った ときの 余りを 求めよ。 
9. 次の 不等式を 解け。 

(1) 2 + 3ズ 一 2 a : 2 2 a : 2 + 2 a : (2) I 5 — 2ズ I 一 2 > 0 

(3) x (x + 7) < (2x + l)(x + 5) (4) x 2 -x<x + 3<2x-l 
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10 次の 各 組の 不等式を 同時に 満たす； C の 値の 範囲を 求めよ 0 


⑴ 


A ： 2 - ズー 6 < 0 

1 — a: < 2a: -f- 5 


f 3 ズ 2 + む一 4 > 0 

⑶ 

3 + - 2a- 2 g 0 


⑵ 

⑷ 


2a: 2 - 5 ズー 3 S 0 
Ax - x 2 < 0 
x(x -3X0 
| 1 H- 2a: | < 3 


B 

1 . 次の 方程式を 解け。 

( 1 ) A ： 4 - 10 a : 2 + 1=0 

(2) ? - 2? - a : + 2 = 0 

(3) (x 2 + 3x) 2 - (x 2 + ^x)- 12 = 0 

(4) x(x - \ )(x + l)(x + 2) = 24 

2. ズ=2+/ が 方程式 ズ 2 + 似 + A = 0 の 1 つの 解で あるとき ，々と/) 
とを 求めよ。 ただし， 々，みは 実数と する。 

また， ズ =2 —/のとき，/ (ズ）=ズし 3ズ 3 + 2ズ+1の値を求めよ。 

3. 平方して/となる 複桌 数を， （ a * + y /> 2 = / を 満たす 実数 a :, タを 定め 
る ことにより 求めよ。 

4 •方程式 ズ 3 — 6ズ 2 十の： + み =0 の 2 つの 解は 3 と一 2 である。 そのと 
き， 次の 問に 答えよ。 

(1) び， みの 値を 求めよ 0 (2) 残りの 解を 求めよ。 

5. ズ についての 2 つの 2 次 方程式 ズ 2 + (々 + 1)ズ 一々 2 + 2 = 0, 

A ： 2 — 々 ズ + が 一 1 = 0 について， 次の 問に 答えよ。 

(1) 2 つの 方程式が ともに 虚数 解を もつ ような々 の 値の 範囲を 求めよ。 

(2) 少なくとも 一方の 解が 実数 解と なる ような々 の 値の 範囲を 求めよ。 

6 •半径 1 の 円に 外接す る 直角 

三角形の 斜辺の 長さが 8 であ 
ると き， 直角を はさむ 2 辺の 
長さを 求めよ。 




第 ル 

式と 証明 

1 節 •等式の 証明 
2 節 •不等式の 証明 
3 節 •命題と 論理 


学問で ある 数 卞 の 根幹を なす ものは 論理と 
訨 叫で ある。 数* 7: の 内界が 初％ 的な もので も， 
また， UW 丨 な 1 以 :の秘 み丨 •.げ の 段附 でも， 
そこに rt かれて いるものは 論理的な 推論で あ 
る。 論理的な 推論 (上 a 代 ギリシアに おいて, 
ブラ トン や アリス 卜 テレスに よって はじめて 
叫 確な 形で とらえられた。 

近代に なリ ，証明の 现論 をめ ぐって， デ 力 
ル 卜 や パスカル などの 竹 7 r 者に よって その 力 • 
法論が 論じら オし雄 本 的な 冬え 方が リ •えられ 
た。 また， ライプニッツ によって 記り •論理学 
への 道が 開かれた。 

1911 丨 .•紀 未 近くに カン 卜 ルの 集合論が おこ リ， 
数学の？^}* 野に 人き な!^ 響を， えたが， 数学 
の® 邱や論 神を みなおし 深める 数* 7 : 接 礎 論と 
いう 新しい 分野 も 開か 札 記号論理学と とも 
に 発展しつつ ある。 


仙 第 4 章 式と 証明 


[1 節]] 等式の 証明 


II 恒等式 

次の 2 つの 等式 

acx 2 + {ad + be ) x + bd = (ax + b ) (ex + d ) 
x (x — 6) + 4 (x - 2) = (x + 2) (x — 4) 

は， 左辺を 因数分解 すれば 右辺になる から， ズ が どのような 数であって 
も 成り立って いる。 このように， 含まれて いる 文字に どのような 数を 
代入しても 成り立つ 等式を 恒等式と いう。 たとえば， 乗法 公式 や， 因 
数 分解の 公式は 恒等式で ある。 

等式が 恒等式で ある ことを 証明す るた めには， 等式の 左辺と 右辺が 
等しい ことを 示せば よい。 

以下では， 「等式が 恒等式で ある ことを 証明せ よ」 という 代わりに， 
「等式を 証明せ よ」 と 表す ことにする。 

MM ) 次の 等式を 証明せ よ。 

( a 2 + b 2 ) (c 2 + d 2 ) = (ac + bd ) 2 + (ad - be ) 2 
左辺と 右辺を それぞれ 展開す ると 
左辺 = a 2 c 2 + a 2 d 2 + b 2 c 2 + b 2 d 2 
右辺 = U 2 c 2 + + め/ 2 ) + (ゲゴ 2 - ゴ + ゲ c 2 ) 

= a 2 c 2 + b 2 d 2 + a 2 d 2 + b 2 c 2 
ゆえに 左辺 = 右辺 

0 主意 'ノ 等式を 証明す るには， 「一方から 他方を 導く」， とか 「それぞれを 
展開 または 変形した 式が 等しい」， とか 「両 辺の 差が 〇 である」， など 
の 方法を 用いる とよい。 



1 節 等式の 証明 89 


問 1 》 次の 等式を 証明せ よ。 

(1) X 4 - \ = (X - l)(x + l)(x 2 + 1) 

(2) (a- b) 2 + (b-c) 2 + (c- a) 2 

= 2{a 2 + b 2 + c 2 — ab - be - ca 、 

次の 等式を 証明せ よ。 

1 _ 1 V - X 

x — 1 y - 1 u 一 1)( ター 1) 

[1^0 左辺を 通分して 整理す ると 

七; 71 — クー 1 ズ — 1_ 一 y -1 —、 ズー 1) 

丄し — U - l)(y 一 1) U 一 l)(y - 1) (x - l)(y - 1) 

一 y-x 

(x - \)(y - l) 

ゆえに 左辺 = 右辺 

(]^意 〉 分数式では， 分母を 0 とする 値を 除いて 考える。 

次の 等式を 証明せ よ。 

-J_ + -^ + -2 = _4 

l-x l + x l + x 2 1 - X 4 

式の 中で ある 文字に 着目し， その他の 文字は 係数と みなして， 恒等 
式と して 考える ことがある。 たとえば， 等式 

ax 2 + bx + c = 0 

がズ についての 恒等式で あると いう ことは， ズ のどの ような 値に つい 
て も， この 等式が 成り立つ ことで ある。 恒等式で あるた めの 条件を 求 
めて みよう。 

与えられた 等式が ズ のどの ような 値に ついても 成り立つ から， ズ に 
0, 1， 一 1 を 代入し 

c = 0 
a + b + c = 0 
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でなければ ならなぃ。 これから 

^ = 0, b = 0, c = 0 

である。 逆に ， c = 6 = 0, c ニ 0 が 成り立てば， 与えられた 等式 

は， どのような ズの 値に っぃても 成り立っ 0 

次の 等式が a ： にっぃての 恒等式と なる ように， 仏ろ， c の 値を 求め 
よ。 

(1) 々（ズー I ) 2 + Ma ： — 1) + c ニ 0 

(2) (2 a + b ) x 2 - (a - b + c ) x + (a b - l ) = 0 

等式 の: 2 + 6ズ + c = 々' a : 2 + が a : + ど 

が ズ にっぃての 恒等式で あるならば 

(a — a ) x 2 + (b — b)x + (c — c ) = 0 
がズ にっぃての 恒等式で ある。 そのための 条件は 

a - a \ b = b \ c - c 

である。 

- - ■■ニ ■ = I ズ につい て の 恒等式の 李 件 j = 

似 2 + 知 + <: = 0 が ズ にっぃての 恒等式と なる のは 
な =0, 6 = 0, c = 0 

の 場合に 限る。 

の: 2 + 6ズ + c = ^/ズ 2 + ゲズ + c がズ にっぃての 恒等式と 
なる のは 

a = a 9 b — b , c = c 

の 場合に 限る。 


同様にして，/ U )， ク U) がと もに W 次式で あるとき， 

/ U ) = U ) が ズ についての 恒等式と なる のは，/ (ズ〉 と ダ U ) の 
同じ 次数の 項の 係数が それぞれ 等しい 場合に 限る。 
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m >) 等式 似 3 + 2& 2 — 3ズ + ゴ = ズ 3 + c ズ + 4 がズ について 
の 恒等式であるなら ば， 係数を 比べて 

び =1， 6 = 0, c = — 3, d = A 
间 4 j 等式 （ズ 一 2) 3 + 泛 U — 2) 2 + ゐ（ ズー 2) + c = ? がズ につい 
ての 恒等式と なる ように， ルん C の 値を 定めよ。 

分数式の 証明は， 分母を 払って， 整式に 直して 考える とよい。 
MM ) 次の 等式が ズ についての 恒等式と なる ように， のん c の 値 
を 定めよ。 

x 2 — x — 6 a bx + c 

ズ 3 一 1 x-l x 2 + x + \ 

m ~ l > 通分して， 両 辺の 分母を 払って 

x 2 - x - 6 = a {x 2 + x + \) + (bx + c) (x - \ ) 

x 2 - x — 6 = (a + b) x 2 + (a - b + c) x + (a - c) 

この 等式が ズ についての 恒等式と なる ように， の 6, c の 値を 

定めれば よい。 両 辺の 係数を 比べて 

a + b = \ 

a — b + c= — I 

a — c = — 6 

これらを 解いて 

a = — 1 、 6 = 3, c = 4 

次の 等式が ズ についての 恒等式と なる ように ， a 6, c の 値を 定 


めよ。 


… 2 ズ 2 + 5 ズー 1 

⑴ x(x 2 + l) 

a , bx c 

~ X ' X 2 + l 


一 + b_ 

x(x - l)(x - 

- 3 ) x x — 
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2 1 条件つ き 等式 

等式の なかには， ある 条件の もとで 成り立つ 恒等式 も ある。 

EUR ) 沒+ 6 = 1 のとき， 次の 等式を 証明せ よ。 

a 2 -V b - b 2 a 

左辺 一 右辺 = U 2 + 6) — （6 2 + 幻 
= { a 2 - b 2 ) — 、a - b 、 

— (a — b ) (a + 6) — (a — b ) 

= {a - b ) (a + b - \ ) = Q 
ゆえに 2 + み = ゲ + 泛 

间6 》 び + み + c = 0 のとき， 次の 等式を 証明せ よ。 

a 2 - be = b 2 - ca 

MM ) ズー = l のとき， 次の 等式を 証明せ よ。 

x 2 - 4 y 2 — 4 y = 1 

[8¢ 明 》 ズ = 2 y + 1 であるから 

左辺 = (2 y + I ) 2 - 4 y 2 - 4 y 

= (4 y 2 + 4 y + 1) - 4 y 2 - 4 y 
=1 

ゆえに ズ 2 - 4 y 2 — 4 y = 1 

赛ノ 条件つ き 等式の 証明では， 条件の 式を 用いて 1 つの 文字を 消去し 
て 証明す る 方法 もよ く 用いられる。 

「問 0 > 泛+ み + c = 〇 のとき， 次の 等式を 証明せ よ。 

(a — b ) (a + c ) = a 2 b 2 + ac 
[ ra 〇 沒6 = 1 のとき， 次の 等式を 証明せ よ。 

\ — a \ — b 1 
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3 f 比例式 


I i のよう に， いくつ かの 比が 等しい ことを 示す 等式を 比例式 


という。 比例式の 証明に ついて 考えて みよう 0 
MM ) 寻 =•§ のとき， 次の 等式を 証明せ よ。 

a + 2b _ c + 2d a - < 


c - a 
c + d 


[| M 〇 4 = ラ = 々とおくと， び = 从 ， c = ぬと なる ので， の c 
に それぞれ 从 ，ぬを 代入して 整理す る。 


⑴ 左辺 = 


一 a + 2b — pk + 2b _ h 
b b = n 


i _ c + 2d _ dk + 2d , 
右辺 一— ~ J ~ = k 


ゆえに 


左辺 = 右辺 


⑵ 左辺 = = bk- b = A — 1 
a + b bk+ b k+ 1 

右辺 = ^~d = dk_- d = 々 ■ 一 1 
c + d dk + d k + 1 


ゆえに 


左辺 = 右辺 


[ M 〇 f = 今 のとき， 次の 等式を 証明せ よ。 


b = d 
a - b c - d 

4a + Zb 4c + 3d 
2a — 5b 2c — 5 ゴ 


U — *) 2 


cd 

(c - d) 2 


のように， いくつかの 比が 等しい とき， 


と 書く ことがある。 


a : b f : c = a : b : c 
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x : y : 之 = 5:3:2 のとき 

(x - y):(y - z):(z - x) = 2:\：-3 
が 成り立つ ことを 示せ。 


(M 明!》 音 ニ 音 = 音 = 々とぉくと ， X = 5 々，: y = 3 々，之 = 2々 
したがって 

(x - y):(y - z):(z - x) 

= (5k - 3k) : (3k - 2k) : (2k - 5k) 

= 2k : k : — 3k 


= 2 : 1 : - 3 

ゆえに 左辺 = 右辺 

啤10 》 ズ ： y : 之 = 2 : 3 : 5 のとき，； : パ ： 乙 c = 6 : 15 : 10 が 
成り立つ ことを 示せ。 


— < 練習問題 > 

1 •次の 等式を 証明せ よ。 

(1 ) (a + b - c) 2 + (a + b + c) 2 = 2 (a 2 + b 2 + c 2 + lab) 

^ {a — b) (a — c) ^ (b — c) (b - a) ^ (c - a) (c - b) ~ ^ 

2. 次の 等式が ズ についての 恒等式と なる ように， の C の 値を 定めよ 0 

x" - 4x + 1 _ a , b , c 
x (x 2 - 1) x r x + l x - 1 

3. ズ + 2 y = 0 のとき， 次の 等式を 証明せ よ 0 

2(x 2 + y 2 )= -5xy 

4 . f = i " = f のとき， 次の 比例式を 証明せ よ。 



1 2 節〗 不等式の 証明 


2 節 不等式の 証明 95 


1 ■不等式と 証明 

第 3 章 7 節と 同じように， 不等式の 中に あらわれる 文字は， すべて 
実数を 表す ものと する。 実数の 大小 関係に ついては 第 1 章で 学び， 1 次 
と 2 次の 不等式の 解き方に ついては 第 3 章で 学んだ。 それらの うち， 基 
本 的な 不等式の 性質を まとめて おこう。 

I •び〉/? かつ A 〉 c ならば， び > c 

II . a > b ならば， び + c > み + ¢7, a — c > b — c 

III •び〉 A かつ c > 0 ならば， ac > bC > 土 

c c 

a > b t 、 つ c < 0 ならば ， ac く be , ^ < — 

c c 

IV •ゲ 2 0 等号が 成り立つ のは a = 0 のとき に 限る。 
いくつかの 文字を 含む 不等式が， それらの 文字に どのような 数を 代 
入しても 成り立つ ことを 証明す る ことを， 以下では 単に 「不等式を 証 
明す る」 という。 

1〇 不等式 ゲ + ゲ so を 証明して みよう。 

な 2 2 0 の両 辺に ゲを 加える と な 2 + ゲ 2 ゲ 
ゲ 2 0 であるから ゲ + ゲ 2 0 

ここで， 等号が 成り立つ のは， 0 = 0, 6 = 0 のとき に 限る。 

商 次の 不等式を 証明せ よ。 また， 等号が 成り立つ のは どのような 場 


合で あるかを 調べよ。 

⑴ W + ゲ + c 2 2 0 

(2) U + y) 2 + U_y) 2 g 〇 
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MM ) 次の 不等式を 証明せ よ。 また， 等号は どのような 場合に 成り 
立つ か。 

a 2 + b 2 ^ ab 

胡—^) a 2 + b 2 - ab = a 2 - ab + -^- + - j - b 2 

+ 音 ) 2 + 务ゲ 

(a — 音) 2 2 0, 手が 2 0 でぁるから 

a 2 + b 2 — ab ^ 0 

すなわち a 2 + b 2 k ab 

(a - 音) 2 = 0, = 0 となる のは， = 音 かっ 6 = 0 す 

なわち び =0,6 = 0 のとき に 限る 。ゆえに， 等号が 成り立つ 
のはび = 0, ゐ = 0 のとき に 限る 0 

不等式/! を 証明 するとき， 前 ページの II より 得られる 

A > B ^ A - B >0 

がよく 用いられる。 

[ MO 次の 不等式を 証明せ よ。 また， 等号の 成り立つ 場合を 求めよ。 

(1) 2 ( a 2 + b 2 )^(a + b ) 2 

( 2 ) a 2 + b 2 + c 2 ^ be + ca ab 

( 3 ) x 2 + y 2 ^ 2x - 4y - 5 

E1M> び〉 〇, み >〇 のとき， 次の ことを 証明せ よ 0 

泛 〉 6 j 〉 丄 
b a 

[iPO び6〉0 であるから， び〉 6 の両 辺を がで 割れば， +〉 丄 
また， j 〉 丄の両 辺に a みを 掛ければ ，な〉 み 
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ゆえに 没 > 6 0 j 〉 丄 

〇 a 

問 3 » び〉 み >0， c > ゴ〉 0 のとき，^:〉 M を 証明せ よ 0 

な >0, み〉 0 のとき 

a 2 — b 2 = (a + b ) (a — b ) 

について，々 + 6 〉0 であるから 

a 2 — b 2 > 0 <=^ a — b > 0 
したがって， 次の ことが 成り立つ。 

V . 沒 >0, 6〉0 のとき 

a > b ⑶ a 2 > b 2 

^ 主意〉 この 性質は， 根号を 含む 不等式の 証明に よく 用いられる。 

[ H » び >〇, み >〇 のとき， 次の 不等式を 証明せ よ。 

y a + >fb > V a + b 

[証明》 （/沒 +/ F ) 2 — （ブ び +厶） 2 = な + +6 — (fl + ろ） 

= 2 /a >fb > 0 

/a + /b >0 f >/ a + b 〉 0 であるから 
>fa + >fb > y / a ^+ b 
ra 〇 次の 不等式を 証明せ よ。 

(1) a > b>Q のヒき Va — b > /a - /b 

(2) ズ > 0 のとき / PT ^ < 1 + 音 

a 〉0, み >0 のとき 

を 相加平均， ゾ ぶを 相乗平均 


という。 その 大小 関係を 調べて みよう。 
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(^ T 1 ) 2 ' (/ ^ )2 = 


a 2 + lab + b 2 


一 ab 


a 2 — lab + _ Ka - bY 


4 


之 


となり， 次の 不等式が 成り立つ。 


r -_ i 相加平均と 相乗平均 F = 

0>〇, ゐ>0 のとき 

中 

すなわち （相加平均 ） 2 (相乗平均） 

が 成り立つ。 等号が 成り立つ のは 0 6 のとき に 限る。 


®2 J ) び >〇 のとき 

a + ^- 2 yf am ^ =2 


すなわち 




等号が 成り立つ のは 0 = 1 のとき に 限る。 
回5"1) び >0, み >0 のとき， 次の 不等式を 証明せ よ。 


⑴ i + h 2 


(2) 7 + 


2 1 絶対値を 含む 不等式 

次の 基本 性質は， 絶対値を 含む 不等式の 証明に よく 用いられる。 

I . Ul^o 等号が 成り立つ のは び = 〇 のとき に 限る。 

\ a \^ a 等号が 成り立つ のは 泛 2 0 のとき に 限る。 

II . \ a \ 2 = a 2 9 Ul = | - ^| 

III . \ ab \ = \ a \\ b \ 
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次の 不等式を 証明せ よ。 また， 等号は どのような 場合に 成り 
立つ か。 

\ a \ + \ b\^\a + b \ 

[M3> (UI + IM) 1 2 3 — U + M 2 

= \ a \ 2 + 2 \ a \ \ b \ + \ b \ 2 - (a + b ) 2 
= a 2 + 2 \ ab \ + b 2 — { a 2 + lab + b 2 ) 

= 2 {\ ab \ — ab ) ^ 0 

ゆえに UI + IM 2 U + M 

等号が 成り立つ のは， I が >1 = ^6 のとき， すなわち， 泛 620 
のとき であるから ，のみが 同 符号で あるか， 沒 = 0 または 6 = 0 
であると きに 限る。 

I 問 6 )) 次の 不等式を 証明せ よ。 また， 等号は どのような 場合に 成り立つ か。 
(1 ) \ a - b \ ^ \ a \ — \ b \ (2) \ a + b \^ \ a \ - \ b \ 

1 . 次の 不等式を 証明せ よ。 また， 等号は どのような 場合に 成り立つ か。 

(1) x 2 + 4 xy + 5 y 2 ^0 (2) x 2 + y 2 + 13 ^ 4 x + 6 y 

(3) 4 ( x 2 + y 2 ) (x + y ) 

(4) ( a 2 + b 2 ) ( x 2 4- y 2 ) ^ (ax + by ) 2 

2. 0 0 , 6 >0 のとき， 次の 不等式を 証明せ よ。 また， （1) で 等号が 成り 
立つ のは どのような 場合 か。 

(1) (fl + A ) 、 士 + +) 2 4 (2) ブ飞 4 •没 + V \ + b > y / \ + a + b 

3. 不等式 Ul + IM S Ma 2 + b 2 ) を 証明せ よ。 また， 等号は どのような 
場合に 成り立つ か。 
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[3 節！] 命題と 論理 


1| _ nn — 

正しい か 正しくな いかが 判断で きる ような ことがらを 述べた 文， ま 
たは 式を 命題と いう。 命題が 正しい ときは， その 命題は 真， 命題が 
正しくない ときは， その 命題は 偽で あると いう。 

例 厂》 次の ①〜③ について 考えて みよう 0 

① 三角形の 内角の 和は 180° である。 

② ズ 2 >0 ならば， ズ >0 である 0 

③ ； - 1 

これらの うち， ① ，②は 命題で あるが， ③は ズ，ッ の 値に よつ 
て 真に も 偽に もな りうる ので， 命題では ない。 

| raTJ > 次の 文 あるいは 式のう ち， 命題で ある ものは どれ か。 

(1) 7 は 91 の 約数で ある 0 ⑵ズ + 2y = 0 

(3) ズ 2 — 2 ズー 3 = 0 を 解け 0 ⑷ 一 4 は 正の 数で ある。 

例 1 の③ のように， いくつかの 文字を 含み， それらに 特定の 値を 代 
入した ときに 命題と なる 文 または 式を 条件と いう。 数学では ，条件/), 
ひ に対して 

「/> ならば， （7 である」 

の 形で 述べられる 命題を 扱う ことが 多い。 これを 記号 1 を 用いて 

と 表す。/ > を この 命題の 仮定， （7 を 結論と いう。 

問 2]) 例 1 の ①〜③ について， 仮定と 結論を いえ。 
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2 ■必要条件と 十分条件 

2 つの 三角形， △ ABC と厶 A，B，C， について 考えて みよう。 この 2 
つの 三角形が 合同で あれば， それらの 面積は 等しくな るから 
a ABC = a A BC => ^ ABC = a A BC 
は 真な 命題を 表して いる。 

このように ，命題/) => g が 真で あるとき， 

ク は，/) であるた めの 必要条件 である 
/) は， （7 であるた めの 十分条件 である 

という。 

W2^) ^ ^ 1 => a > 0 

は 真で あるから 

条件な〉 0 は， であるた めの 必要条件 である。 

条件 a 21 は， び〉 0 であるた めの 十分条件 である。 

1 問 3 》 次の [I □の 中に， 「必要」， 「十分」 のうち 適切な 語を 入れよ。 
⑴ズ = 2 は， ズ 2 = 4 であるた めの （！□ 条件 

(2) ズ 2 = 4 は， ズ = 2 であるた めの 匚 =] 条件 

(3) 6 の 約数で ある ことは， 12 の 約数で あるた めの I ~ I 条件 

(4) 12 の 約数で ある ことは， 6 の 約数で あるた めの 匚 =] 条件 

(5) び + み > 0 は， 泛 〉 0, 6 > 0 であるた めの 匚 □ 条件 

たとえば， 2 次 方程式の : 2 + 知 + c = 0 の 判別式を/) とすると 
き， 「似 2 + 如 + c = 0 が 実数 解を もつならば， Z) 2 0 である」 と， 
「D 20 ならば， の: 2 + & + c = 0 は 実数 解を もつ」 は， どちらも 
真で ある。 

「/>=^ な かつ />」 の 形の 命題は よく 用いられる。 一般に， 
命題 「々 ¢7 かつ g => />」 が 真で あるとき，/ > と C をた がいに 他 
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の 必要十分条件 であると いう。 また， このと き，/ > と g は 同値で ある 

という。 

MO r A ABC = A => A ABC = A A ， B ， C ， かつ 

△ ABC = △ A’B'C’ =» △ ABC 三 △ A’B’C ’」 

は， 偽な 命題で ある。 

実数 ルみ について， な > 0 , 6 >〇 であるた めの 必要十分条件 
は， ク + 6 > 0, M > 0 である 0 

[ W 4 ~D 次の 11コ の 中に， 「必要」， 「十分」， 「必要 十分」 のうち， 適切な 
語を 入れよ。 

(1) ズ > 2 は ズ 2 > 4 であるた めの □□ 条件 

(2) 沒<0, みく 0 は 没 + ゐ<0, M 〉0 であるた めの □□ 条件 

(3) ゲ +ゲ > 1 はび > 1 •み > 1 であるた めの I ~~ I 条件 

EMD ズの 2 次 方程式 ？ + />ズ + 《 = 〇 が， 正の 解と 負の 解を も 
つため の 必要十分条件を 求めよ。 

\ mZJ > 与えられた 方程式が 正の 解び と 負の 解タを もつ とすれば， 
び/? <0 である。 解と 係数の 関係に よって， ひ/? = (7 であるから 
¢<0 が 成り立つ。 

逆に， ¢<0 が 成り立つ とき， 与えられた 方程式の 判別式 
の = ゲ 一 切に ついて/ > 2 2 0 ，—切 > 0 であるから D >〇 
となる。 よって， この 方程式は 異なる 2 つの 実数 解の 0 を もち， 
びバ より， び 石 <0 となる。 したがって， びと 沒は異 符号 
である。 

ゆえに， 求める 必要十分条件は ， ¢<0 である。 

M 5 》 2 次 方程式： c 2 + />ズ + び = 0 の 解が， 2 つと も 正の 解で あるた め 
の 必要十分条件を 求めよ。 
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31 命題と 集 合 

全体集合を 実数 全体として ，条件/)， g を それぞれ 「ズ は 自然数で あ 
る」， 「ズは 有理数で ある」 とする。 このと き， 条件/), Q を 満たす 要素 
の 集合を それぞれ とすると， 次のように 書ける。 

は 自然数}, は 有理数} 

命題/) => c は 真で ある。 すなわち， 

「ズ は 自然数で ある => ズ は 有理数で あ 
る」 が 成り立つ。 この ことを 集合を 用い 
て 表すと， 「ズ e 厂 => ズ e Q 」， すな わ 
ち ， P S Q である。 

一般に， 全体集合 f / の 中で， 条件/ >, び 
を 満たす 要素の 集合を それぞれ/う Q と 
すると， 次のように 書ける。 

P = {ズ|ズ は 条件々 を 満たす}, Q = Uk は 条件 G を 満たす} 
このと き， 命題/) => g が 真で あれば， 「 A ： e P => A ： G Q 」 が 成 
り 立つ。 すなわち ， PS Q である。 

逆に ， PS Q すなわち ，「ズ e p => A：e (5」 が 成り立つならば， 
ズが 条件/) を 満たす とき，； c は 条件 c も 満たす。 したがって， 命題 
/>=> g は 真で ある。 以上の ことから， 次の ことが いえる。 

「p => g が 真」 <=> P S Q 
10 命題 「ズ〉 2 ならば，； c 2 〉 3」 

の 真偽は， 集合 P = UU 〉2}, 

(? = { ズ 丨ズ 2 > 3 } についての 命題 P S Q の 真偽に 一致す る。 

したがって， 命題 「ズ > 2 ならば， ズ 2 〉 3」 は 真で ある。 
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問 6 >) 集合を 用いる ことによって， 次の 真偽を 調べよ。 

(1) ズ <ー1 ならば， バ〉1 (2) U| S 2 ならば ， U + 2丨 < 3 

命題/ >=> C が 偽で ある ことを 示す には，/) は 成り立つ が， Q は 成 
り 立たない 例を 全体集合 ひの 中で 見つければ よい。 そのような 例を， 
命題/) => C の 反例と いう。 

W〇 命題 「3 の 倍数で ない 奇数は 素数で ある」 の 反例に ついて 考 

えょう。 

3 の 倍数で ない 奇数を， 小さい 順に 並べる と 

1,5,7,11,13, 17, 19,23,25, 29,31， …… 

であるが， たとえば， 25 は 5 で 割り きれる から， 素数で ない。 
したがって ， 25 は 上の 命題の 反例で ある。 

IMO 反例を 見つけて， 次の 命題が 偽で ある ことを 示せ。 

(1) ズ 2 > 0 => ズ > 0 

⑵ / 2 + m 2 = « 2 が 成り立つ ような 自然数/, w, w は 存在し ない 0 
次の ような 例 も 命題で ある。 

「な <1 かつみ <1=>汉+ み 22 でない」 

「な 6 = 0 => び = 0 または 6 = 0」 

これらの 命題の ように， 2 つの 条件を” かつ” や” または’’ で 結合し 
たり， 条件を“ でない” で 否定して， 新しい 条件を つくる ことができる。 
命題を 集合を 用いて 調べた ように， 全体集合 ひの 2 つの 部分集合 
P = {ズ丨ズ は 条件/) を 満たす} 

Q = U U は 条件 c を 満たす} 

を 考えて みよう 0 そのと き， 条件 「々かつ 分」 

を 満たす 要素の 集合は 

p n q 


共通 部分 尸 n 〇 
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であり， 条件 「/> または Q 」 を 満たす 要 

和 集合 尸 U G 

素の 集合は 

PU Q 

である。 

また， P の 補 集合 T 5 ■は 
T 7 = 丨ズ|ズ は 条件/) を 満たさない} 

と 表せる。 したがって， 条件 「/> でない」 

を 満たす 要素の 集合は ア である。 

条件 「ルで ない」 を々 の 否定と いい， 

3 と 書く。 条件 3 を 満たす 要素の 集合は ア である。 
wry > ① 条件 「ズ > 一 1 」 の 否定は， 「ズ $ - 1 」 

② 条件 「ズは 有理数で ある」 の 否定は， 「ズ は 無理数で ある」 
間 8 » 次の 条件を/) とするとき， 条件》 を 述べよ。 

⑴ズは 負の 数で ある （2) ズ 2 >4 (3) - 3 < x ^ 5 

全体集合 ひの 部分集合 P , ©について， ド = モルガンの 法則 

p n q = p \j Q y p u q = p n q 

が 成り立つ。 これらを 条件/ >,0 を 用いて 表すと， 

/> かつ 0 = /> またはの ム または 0 3 かつ 云 

となる。 これら もまた ド = モルガンの 法則と いう。 

垡 8」》 ① 条件 「ズ 〉 0 かつ y > 〇」 の 否定は 

「ズ ‘ 0 または： V S 0」 

② 条件 「ズ 2 2 または： y < 3」 の 否定は 
「ズ < 2 かつ y 2 3」 

問 9 D 次の 条件の 否定を いえ。 

(1 ) x = 2 または： v キー 1 (2) ズもタ も 整数で ない。 
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4 に 対^と 背理 法 


命題 /> => タ 

の 仮定と 結論を 入れ かえた 命題 


Q =^> P 

を，/ >=^ 々 の 逆と いう。 

ある 命題が 真であって も， その 逆が 真で あるとは 限らない。 
SO 命題 「び > 2 => ゲ > 4」 は 真で あるが， その 逆 

「ゲ > 4 => び〉 2」 


は 真で ない。 

W 10 » 次の 命題の 逆を 述べ， その 真偽を 調べよ。 

(1) 整数 《 が 4 の 倍数なら ば， w は 偶数で ある。 

(2) ズ 3 — 泣が ズー 1 で 割り きれれば ， a = 1 である。 


命題/ >=>(7 の 仮定と 結論を と 
もに それらの 否定で おきかえた 命題 
P => Q 

を/ >=» 0 の 裏と いい， 裏の 逆 

h—P 


p =^q 

\你 : „ 

V =>广 

% 

/\ 


J=^~Q 

迷 

7 =^P 


を/) => 4 の 対偶と いう。 

命題/) =» 7 の 逆， 裏， 対偶の 関係は， 上の 図の ようになる。 


命題 「び 2 3 => ，ミ 3 J の 裏は 「びく 3 => ポ く 3」， 対 


偶は 「ゲ < 3 => び < 3」 である。 

問 11 1 ) 命題 「没 2 キ 1 => 沒 キ 1」 の 逆， 裏， および 対偶を いえ。 また， 
そのうち， 真で ある ものは どれ か。 


対偶に ついても 103 ページと 同様に， 集合を 用いて 考えて みよう。 










mm « を 自然数と する。 ボが 偶数で あれば， w も 偶数で ある こと 
を 証明せ よ。 

[1PO 命題 「ボが 偶数で あれば， W は 偶数で ある」 の 対偶は 

「《 が 奇数で あれば， ボは 奇数で ある」 

となる 〇 w が 奇数のと き， W は ある 自然数 m を 用いて 

n = 2m — 1 

と 表す ことができる。 両 辺を 2 乗す ると 
w 2 = 4 ( w 2 - m) + 1 

4(m 2 — w) は 偶数で あるから， 4(m 2 — m )+ 1 すなわち w 2 
は 奇数で ある。 したがって， 命題の 対偶は 真で ある。 

ゆえに， 命題は 真で ある。 

自然数 w について， w 2 が 奇数で あれば， w も 奇数で ある ことを 証 
明せ よ。 


I 歹 => /> が 真」^ => Q s p 
であるが， 右の 図から も わかる ように 


である。 したがって， 対偶 g => /> 


は， もとの 命題/) => ひ と 真偽が 一致す るから，/ >=> g が 真で ある 


ことを 証明した いとき， そのかわりに， 対偶 a =»/> が 真で ある こ 


とを 証明しても よい。 


命題と その 対偶 


「命題/) ザ が 真」 e 「対偶 ひ => /> が 真」 
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P Q Q <=^> Q Q P 


命題と 集合の 関係から, 


「/) => C が 真」 0 P S Q 
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また， 命題/) 0 が 真で ある ことを いうには， 「仮定/ ^ が 成り 乂 

ち， 結論 0 が 成り立たない とすれば， 不合理を 生じる」 ことを 証明し 
て もよ い。 このような 証明 法を 背理 法と いう 0 
Mim は 無理数で ある ことを 証明せ よ。 

# が 有理数で あると 仮定す ると， たがいに 素で ある 自然数 
仏み によって， = f と 既約分数の 形に 書ける。 

両 辺を 2 乗して 分母を 払う と 

2 b 2 = a 2 

したがって，？ は 偶数で あるから c も 偶数で， ある 自然数 c 
によって， び = 2 c と 書ける。 

よって b 2 = 2 c 2 

これから，/) 2 は 偶数と なり，/) も 偶数で ある。 

よって， の 6 はと もに 2 の 倍数と なり， な， 6 がた がいに 素で 
なく， f が 既約分数 という ことに 反する。 

ゆえに， / T は 無理数で なければ ならない。 

MJ 32> 有理数と 無理数の 和は 無理数になる ことを， 背理 法を 用いて 証明 
せよ。 


< 練習問題) 


I . 次の 命題に ついて， 真で あれば 証明し， 偽で あれば 反例を あげよ。 

(1) 二等辺三角形は， つねに 鋭角 三角形で ある。 

( 2 ) x 3 > \ => x > I (3) 「"は 自然数で ある」 => ;/ 2 2 2” 

2 •次の 条件の 否定を いえ。 

(1) 自然数" は 3 で 割り きれる。 （2) 実数 a : は 無理数で ある。 

3. 命題 「び + 6 〉 2 ならば，々〉 1 または A 〉 1 である」 を， 背理 法を 


用いて 証明せ よ。 
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一 _ 第 4 章の 問題 | - 

A 

1 •次の 等式を 証明せ よ。 

(1) a 2 (b - c) + b 2 {c — a) + c 2 (a - b) = (b - a) (c - b) (a - c) 

( 2 ) a + b + c = 0 のヒ き， a 2 — b 2 + ac — bc = Q 

2. 次の 等式が a : についての 恒等式と なる ように，^ ケ c の 値を 定めよ。 

(1 ) U + 3) 3 + び U + 3> 2 + M ズ + 3 )+c = ; c 3 

⑵ xU- I) 2 = 7 7^T + (x ~ 1 ) 2 

3 •ズ >0, ン>0 のとき， 次の 不等式を 証明せ よ。 

(1) (1 + x)(l +y)>\ + xy (2) ^ 

(3) 7 + i-T+y 

4 •次の 命題が 真で あれば 証明し， 偽で あれば 反例を 示せ。 

(1) ズ 2 — 3 ズー 4 = 0 であれば， レ | S 7 である。 

(2) 平方 すれば， 一 1 となる ような 複素数が 存在す る。 

(3) 自然数 w , w について， ww が 偶数なら ば， w も； 7 も 偶数で ある。 

5 •次の おのおのの = □に 「必要」， 「十分」， 「必要 十分」 のうち， 最も 適 
切な ものを 入れよ。 

(1) c が 有理数で ある ことは， び 2 が 有理数で あるた めの 匚 □条件 

(2) a S 0 は， ぶ 2 + 沒 = 0 が 実数 解を もつ ための 匚 =] 条件 

(3) ゲー 1 >0 である ことは， び〉 1 であるた めの □条件 

(4) み > 0 は， 2 次 方程式 ズ 2 + の： + み = 〇 が 2 つの 負の 実数 解を もつ 
ための [!□ 条件 

6. 次の 命題を 背理 法を 用いて 証明せ よ。 

(1) ズ + y # 0 ならば， ズ # 0 または 3； 卑 0 である。 

⑵ズギ 3 かつ ズギ 4 ならば， ズ 2 - 7ズ + 12 キ 0 である。 
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圍 

1 •次の 等式を 証明せ よ。 

( 1 ) a 3 + b 3 + c 3 - Zabc = {a + b + c)(a 2 ^ b 2 c 2 - ab - be - ca) 

^ {a — b) (c — a) ^ (b — c) (a — b) ' (c — a) (b — c) ^ 

2. フ^ニ^^ のとき， 次の 等式を 証明せ よ。 

x + y + z = 0 

3. 仏ん c , ゴが 正の 数で， のとき， 次の 不等式を 証明せ よ。 

i<m<^ 

4 •次の 命題が， 真で あれば 証明し， 偽で あれば 反例を 示せ。 

(1) 実数^み ， C について， び > ひ ^ C かつ — > 6 であれば， 
び〉 みで ある 0 

(2) の A を 無理数と するとき， び + 6 と^ > の 少なくとも 一方は 無理数で 
ぁる 0 

5 •次の 条件の 否定を いえ。 

(1) ズ=1 かつ： VS 4 (2) 自然数 《 は 素数で ない。 

6 •次の 命題を 背理 法を 用いて 証明せ よ。 

(1) 有理数 0 について， ゲが 整数で なければ， も 整数では ない。 

(2) ? が 無理数な らば， a も 無理数で ある。 

(3) 自然数 w について， 2” > 250 であれば， 《> 7 である。 



1 節 •関数と その グラフ 
2 節 • 2 次 関数と その グラフ 
3 節 • 2 次 関数の 最大と 最小 
4 節 • 2 次 関数と 方程式 •不等式 
5 節 •分数 関数と その グラフ 
6 節 •無理関数 とその グラフ 
7 節 •逆関数と その グラフ 


々代 の 数学 や 天文学では ，運動 や 変化と い 
う 形で 関数の 考えが あった。 また， 中世では， 
時 問の 関数と しての 锨 の 変化 や グラフ 衣/ パの 
芽 ばえ が みられた。 

17 IU ••紀 にな リ ，デカルト か 神: 標を得 入し， 
ライプニッツ か 糊 数と いう g 葉に はじめて 定 
衣を リ •える ことによって， 関数に ついての 数 
，である^ =/? 学が 急速に 発 城した。 171 丨丨 .•紀 か 
ら 18 仇紀 においては， 関数は 変数を 含む 式で 
表される ものと 考えられ たが， 19 fiL •紀 になり, 
コーシーが それまでの 関数の 概念を •新 させ, 
1 つの 変数と 他の 変数との 値の 対応と して， 

今 丨丨 に近い関数の定義をケえた。 

その後， 関数の 概念は， 集合論な どの 影響 
を 受けて， より 精密 化され 漱化 されて， 数 
学に おいて 不可欠の 基礎的 概念と なった。 
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u 節]] 関数と その グラフ 


Tf 変数と 関数 



半径が ズ cm の 円 0 の 面積を: y cm 2 と 
すると， ズ と； y の 間には 

y = nx 2 

という 関係が 成り立っ。 

上の 式で， ズに 任意の 正の 値を 与える と， 

それに 対応して: V の 値が 1 つ だけき まる。 

この 式の ズ や： V のように， いろいろな 値を とる ことので きる 文字を 
変数と いう。 

上の ように， 2 つの 変数ん: y が あって， ズの 値を きめる と， それに 
対応して: y の 値が 1 つ だけき まると き，： V はズの 関数で あると いう。 
また， このと き， ズを 独立変数と いい，： V を 従属変数 という。 
一般に， y がズの 関数で ある ことを 

y = /(x) t y = g (x) 

などと 表す。 たとえば， 上の 関数は，/ U ) = h 2 のように 書ける。 

関数 ン = / (ズ） について， ズ = a に 対応して きまる： y の 値を 
ズ=0 における 関数の 値と いい，/ U ) と 書く。 たとえば 関数が 

/ (x) = nx 2 , g {x) = 2x 2 + \ 

のとき， ズ =2 における 関数の 値は， それぞれ 次のようになる。 

/⑵ = む， タ （2) = 2 x 2 2 + 4 = 12 


問 1 j /(ズ）=ズ 2 — 3ズ+ 5 のとき， 次の 値を 求めよ。 


⑴バ 0) (2) /(2) (3) /( — 4) 


(4) /(- a ) 
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2 ■定義域と 値 域 

関数： y ニ/ U ) において， 独立変数； C のとり うる 値の 集合を， この 
関数の 定義域と いう 。関数 _y = / U ) の 定義域が { ズ 丨 c S ズ S 6 } 
であると き， この ことを はっきり 示す ために， 次のように 書く。 

y = /(x) (a ^ x ^ b) 

10 円の 面積を 表す 関数 ： v = u 2 の 定義域は 正の 実数 全体の 集 
合 {ズ 丨ズ 〉0} であるから， この 関数は 次のように 表される。 
y = nx 2 (x > 0) 

定義域が 示されて いない 関数 ： v = / U ) では， 関数の 定義域を 
/ U ) が 意味を もつ ような ズの値 全体の 集合と する のが ふつうで ある。 

@〇 関数 : v = + の 定義域は UU ^ O } 

IM 2 » 次の 関数の 定義域を いえ。 

(1) y = -ズ + 3 (2) y = 2x 2 - \ 

(3) y = | + 1 (4) y = jf 

関数 ン = / U ) にっいて， 従属変数： V のとり うる 値の 集合， すな わ 
ち， 独立変数 . r が 定義域 内に あるす ベての 値を とる ときの 関数の 値 全 
体の 集合を， この 関数の 値 域と いう。 

W 3 )) ① 関数 : y = h 2 (ズ 〉 0) の 値 域は {タ丨ン>〇} 

② 関数 タ=ズ+1 (2$ズ$5) の 値 域は 

{ y \ 3 ^ y ^ 6 } 

③ 関数 : V = ズ 2 の 値 域は { y 20} 

問 3 » 次の 関数の 値 域を 求めよ。 

(1) y = x - I (x ^ I) (2) y = 2x - 2 {2 ^ x < 4) 

(3) ン = 一； c 2 (0 S ズ S 1 ) (4) y = 3x 2 + 1 
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3 ■座標 平面と 関数の グラフ 

平面 上に 原点 0 と x 軸，： v 軸すな わち 座標軸を 定める と， 各 点の 座 
標はズ と： v を 用いて， U , タ） で 表される 。このように， 座標軸が 定め 
られ ている 平面を 座標 平面と いう。 A ： 座標が ど/， y 座標が/) である 点 

P を， l 》（ a ， ft ) と 書く 0 
座標 平面は 座標軸に よって 4 つの 部 
分に 分けられる。 これらの 部分を 右の 
図の ように， 時計回りと 逆の 順序で， そ 

れぞれ 第 1 象限， 第 2 象限， 第 3 象限， 

第 4 象限と いう。 

ただし， 座標軸 上の 点は， どの 象限 
にも 属さない ものと する。 

[ M 4~ D 次の 各 点は， 座標 平面の どの 象限に 厲す るかを いえ。 

A (2, - 3)， B ( - 5, 4)， C ( l , 2)， D ( - - 2 ) 

座標 平面 上の 2 つの 点の 位置 関係を 考えて みよう。 

点 P U , み） が， ズ 軸に 平行に / z だけ 
移動した 点 R の 座標は U + み， 6) で 
ある。 このと き， 点 R のこと を， 点 P を 
ズ軸 方向に / z だけ 平行 移動した 点と いう。 

次に， R が: y 軸に 平行に々 だけ 移動し 
た 点 Q の 座標は U + み， 6 +々） であ 
り， 点 Q のこと を， 点 R を: V 軸 方向に々 だけ 平行 移動した 点と いう。 
W 5~ D 点 P (— 1, 5) をズ軸 方向に 一 3, さらに: y 軸 方向に 5 だけ 平行 
移動して 点 Q に 移った とき， 点 Q の 座標を 求めよ。 

一方， 点 PU , 6) に対して， P の; c 軸に 関する 対称な 点 Q の 座標 
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は （の 一6) となる。 また， P の: V 軸に 
関する 対称な 点 R の 座標は （一 I 6) 
であり， P の 原点 0 に関する 対称な 点 S 

の 座標は （一 泣，一 6) となる。 

[ra〇 点 p(2, — 6> の ズ 軸，： y 軸， およ 
び 原点 〇 の それぞれに 関しての 対称 
な 点の 座標を 求めよ。 


y 丨 

R (- a, b) 

i 

P(a t b) 

曾 

I 

1 

1 

| 

1 

1 

* み "^ 计 フ舞 

/ 1 
/ t 

プ 0 

a x 

i 

1 

| 

/ 

1 / 

• 

1 

十 

1 

1 

1 / 

/ -b 

1 

1 

S( -a t - b) 

Q(a ， 一 b) 


関数： V = ズ 2 について ，； C とそれ に 対応す る ： V の 値の 組を 点 u,y) 
として 座標 平面 上に とってみ よう 。まず， これらの 点を 表す ズ と： y の 
対応 表を 作る と， 次のようになる。 


X 

… — 4 —3 — 2 — 1 — 2 

0 

j 1 2 3 4 … 

y 

… 16 9 4 1 

0 

4* 1 4 9 16 … 


ズ と： y の 対応 表を もとに ，： y = ズ 2 
の グラフを えがく と， 右の 図の ように 
なる。 この グラフは， 座標 平面 上に とつ 
た 点 （ん y) の 集合 

Ux f y)\y = x 2 } 

として 表される。 

一般に， 定義域を 

とする 関数 タ = /U) について， 座標 
平面 上に とった 点 U, /U )) の 集合 

{(x t y)\y = f(x\ a^x^b) 
を， この 関数の グラフと いう。 



問 7 》 次の 関数の グラフを かけ 0 

(1 ) y = 2 ズー 1 (ズ > 0) 


⑵： y = ズ 2 (ズ < 1) 
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¢2 節卫 2 次 関数と その グラフ 

ズの 関数： v が， 次のように， ズの 2 次式で 表される とき，： V は； C の 
2 次 関数で あると いう。 

y = 3 ズ 2 ， ン = 2 ズ 2 一 ズ ， y = 一 ズ 2 + 5 ズー 4 
2 次 関数は， のん c を 実数の 定数， a キ 0 として， 一般に 

y = ax 2 + bx + c 

の 形で 表される。 

2 次 関数のう ち， 中学校では y = 似: 2 とその グラフに ついて 学ん 
だ。 それを 復習しながら， 一般の 2 次 関数に ついて 調べて みよう。 

五 のえ ラフ— 一 

y = の: 2 の グラフは， 原点を 通り， 
y 軸に 関して 対称な 曲線と なる。 この 
曲線を 放物線と いう。 

右の 図は， c の 値が それぞれ 1， 2, 

一 1 および 一 2 のとき の 関数 
y = 似: 2 の グラフで ある 0 

び〉 0 のとき には， ズ の 絶対値が 大 
きくなる につれ て，： V の 値は 限りなく 
大きくなる。 

び < 0 のとき には，： V の 値は つねに 
負であって， ズ の 絶対値が 大きくなる 
につれ て，： y の 絶対値 も 限りなく 大きくなる。 
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一般に， 放物線は， 対称の 軸を もっている。 その 対称の 軸を 放物線 
の 軸， 軸と 放物線の 交点を 放物線の 頂点と いう。 放物線 ： V = の; 2 の 
軸は: V 軸， すなわち 直線 ズ =0, 頂点は 原点で ある。 

また， 放物線 ： y = 似 2 は， 

び〉 0 のとき， 下に 凸の 放物線 ， a < 0 のとき， 上に 凸の 放物線 
という 0 

》 ッ = の: 2 の 定数 泣が それぞれ 次の 値のと きの グラフを かけ 0 



2| ;y = ax 2 + c の グラフ 

2 つの 2 次 関数 

y = Y X ' ① 

y = jx 2 + 3 ② 

の グラフを 比べて みよう。 

同じ ズ の 値に 対して， ② の： y の 値は 
① の: V の 値よりも つねに 3 だけ 大きい 
から， 2 つの 関数の グラフは 右の 図の よ 
うになる。 したがって， ②の グラフは， ① 

の グラフを: V 铀 方向に 3 だけ 平行 移動 
した ものと なる 。この ことから， 放物線 y = jx 2 + 3 の 軸は: v 軸， 
頂点の 座標は （0,3) になる ことが わかる。 

— 問？ タ= 一 "I ■ズ 2 と タニー 备ズ 2 + 3 の グラフを かいて 比べて みよ。 

2 次 関数 ： v = 似: 2 + c の グラフは ，： v = の: 2 の グラフを， y 軸 方向 
に c だけ 平行 移動した もの， すなわち， 放物線の 頂点が 座標 （0， c ) に 
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なる ように 平行 移動した ものである。 

丨 問 3 》 次の 関数の グラフを かき， 頂点の 座標を 求めよ。 

(1 ) y = - 3 x 2 + 2 (2) 3 ^ = - jx 2 -4 


3L：v = a(x — p ) 2 の グラフ 


つの 2 次 関数 

y = i x2 

① 


y = \( X - 3) 2 

② 


の グラフに ついて 調べて みよう。 ①と② について， ズ とそれ に 対応す 
る； v の 値を 求める と， 次の 表の ようになる。 


X 

… 一 2 — 1 

0 

1 2 

3 

4 5 … 

J x2 

… 2 j 

D 

\ 2 

9 

—1 

8 25 ... 
0 2 

~ 2 ~ (x ~ 3) 2 

... 25 
2 5 

9 

—1 

2 + 

0 

+ 2 … 


表から， ② の: V の 値は， ①の 
y の 値を ズ軸 方向に 3 だけ 移 
した ものである。 

したがって， ②の グラフは， 
①の グラフを ズ 軸 方向に 3 だ 
け 平行 移動した ものである。 こ 
のこと から， 放物線 



y = 去 U —3) 2 の 軸は 直線 ズ =3, 頂点の 座標は （3,0) になる こと 
がわ かる。 また，： y 軸との 交点は (0, 音) である。 


問 4 》 y = — +ズ 2 と y = — 备（ズ 一 3) 2 の グラフを かいて 比べよ。 
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2 次 関数 ： v = び U — / >) 2 の グラフは ，： y = 似 2 の グラフを ズ軸方 
向に/) だけ 平行 移動した もので あり， このと き， 放物線の 軸は ズ = 
頂点の 座標は （/>，0) である。 

[ W 〇 次の 関数の グラフを かき， 軸を 表す 式と 頂点の 座標を 求めよ。 

(1 ) y = 2(ズ 一 4) 2 (2) タ= 一 |~U + 5) 2 

;y = a(jc — p) 2 + g の クフ ノ 

いままでに 学んだ ことから， 

y = 如 ズ- 3) 2 + 1 ① 

の グラフは， 次のようになる。 

まず ，： v = + x 2 の グラフを ズ铀 
方向に 3 だけ 平行 移動させる と， 
y = \{x-Z ) 2 ② 

の グラフに なり， さらに， ② を: V ’ 軸 方向に 1 だけ 平行 移動させる と， ① 
の グラフが 得られる。 したがって， ① 

の 放物線の 軸は 直線 ズ = 3, 頂点の 
座標は （3, 1) である 

y = 没 （ズー />) 2 + ぴの グラフ 
は ，： v = 似 2 の グラフを 右の 図の よ 
うに 平行 移動 させた ものである。 





2 次 関数 ： y = び （ズー/) ) 2 + 分 の グラフは ，： v = 似: 2 のグラ 
フをズ 軸 方向に/)，： V 軸 方向に C だけ 平行 移動 させた 放物線 
であり， その 軸は 直線 ; c = 頂点の 座標は （/>,(?) である。 



120 第 5 章 関数 


問 6 >) 次の 関数の グラフを かき， 軸を 表す 式と 頂点の 座標を 求めよ。 

(1) y = 2U + I) 2 - 3 (2) y = - 4 •(ズー 4) 2 + 7 

WTl ) y = 2 U — I ) 2 の グラフを 平行 移動して， 頂点が 次の 座標になる 
とき， その 関数の 式を 求めよ。 

(1) (-3,4) (2) (1, — 5) (3) ( — 1, 一 6) 

互 1 ：y = ax 2 + frx + c のフ ラ フ 

2 次 関数 

y = 2 a : 2 - 8 a : + 5 
の グラフを かくと き， この 関数を 

y = 2(x- 2) 2 ~ 3 

という 形に 変形 すれば， 軸を 表す 式と 顶 点の 座標が 簡単に 求められる 
ので， グラフは 容易に かける ようになる。 

E ®〉 2 次 関数: y = — 5ズ 2 + 10 ズー 1 の グラフを かけ 0 
» y = - 5x 2 + \0x - I 
= 一 5 (ズ 2 — 2 ズ ） 一 1 
= - 5(ズ 2 - 2ズ + 1) + 5 - 1 
= — 5( ズー I ) 2 + 4 
したがって， 与えられた 2 次 関数の 
グラフは， 軸が 直線 ズ = 1, 頂点の 座 
標が （1,4) で， 上に 凸の 右の 図の よう 
な 放物線で ある。 

次の 関数の グラフを かけ。 

(1 ) y = x 2 - 4x + 5 
⑵ y = - 2 ズ 2 - 8 ズー 7 
(3) y = jx 2 + 2x - I 





練習問題 > 


1 •次の 関数の グラフを かき， 铀を 表す 式と 頂点の 座標を 求めよ。 

(1 ) y = 4 (ズ + 2) 2 — 5 ⑵： y = 3 ズ 2 — 18 ズ + 28 

(3) y = - 3 x 2 + 5 x (4) y = -^ x 2 - 3 x -h 

2 •関数 ： y = 2 ズ 2 の グラフを 次のように 平行 移動させる。 そのと きの それ 
ぞれの 関数の グラフを 書き， その 式を 求めよ。 

(1) ズ 軸 方向に 冬， ： y 軸 方向に 一 吾 


(2) ズ 軸 方向に 一 +,3； 铀 方向に 3 
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『 3 節 D 2 次 関数の 最大と 最小 


2 次 関数： y = 2 ズ 2 - む + 1 は， 

y = 2( ズー I) 2 - 1 

と 変形され る。 関数の グラフは， 軸が 直線 
ズ = 1， 頂点の 座標が （1, 一 1) で， 下に 凸 
の 右の 図の ような 放物線で ある。 ズ の 値が 
増加す るに つれて， y の 値は 次のように 変 
化する。 

ズ < 1 の 範囲では 減少し， 

ズ > 1 の 範囲では 増加す る。 

したがつ て， ズ = 1 のとき，： y の 値は 最小と なり， 最小値は 一 1 で 
ある。 また， ズがズ 軸 上を 1 から 限りなく 遠ざかる につれ て，; y の 値は 



限りなく 大きくなる から，： y の 最大値は ない。 


また， 2 次 関数： v = — ； c 2 + 3 ズー 1 は， 



と 変形され， 上に 凸の 放物線で ある。 

したがつ て， ズ = | ■のとき，： V の 値は 最 
大 となり， 最大値は | •である。 また， 右の 
図より： V の 最小値は ない。 



2 次 関数 y = の: 2 + 知 + c は， 


y = a \ X + -tJ- 


b 2 — 4ac 
4a 


と 変形され るから， 2 次 関数の 最大値 または 最小値は， グラフを 用いる 


と 求め やすい。 
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p ■ニ - - っ 2 次 関数の 最大 •最小 p z | 

2 次 関数 ； y = の: * 2 3 + fcc + c について， 次の ことが いえる 0 

(1) な >0 ならば ， x = — I のとき， 

y は 最小値 一 々 2 - : 4 ざ - をと る。： y の 最大値は ない。 

(2) 泛<0 ならば， ズ = 一^-のとき， 

y は 最大値 -- b 、 4 a 、 をと る。： y の 最小値は ない。 

I 問 1 》 次の 関数の 最大値 または 最小値を 求めよ。 また， そのと きの； c の 
値を 示せ。 

(1) y = ズ 2 — 8 ズ十 11 (2) y = - x 2 - 3x - 1 

(3) y = x (l - x) (4) y = 2ズ 2 一 12ズ + 8 

定義域を 一 1$ ズ $2 とするとき， 2 次 関数 : y = 2 ズ 2 — 4ズ一 1 
の 最大値と 最小値を 求めよ。 また， そのと きの ズの 値を 示せ。 
解 》 ン =/( ズ） とおくと， 

バズ） =2( ズー I ) 2 - 3 
ズ = 1 は 定義域 一 1 S ズ S 2 に 属する 
ので， 最小値は/ (1) = 一 3 である。 

/( 一 1) と/ (2) を 比べれば， 

/( 一 1)〉/ (2) なので， 最大値は 
/(- 1) = 5 である。 

ゆえに， ズ = 一 1 のとき 最大値 5,1 = 1 のとき 最小値 一 3 

I 問 2 》 定義域を 一 1$ズ$2 とするとき， 次の 関数の 最大値と 最小値 
を 求めよ。 また， そのと きの ズの 値を 示せ。 

( 1 ) y = x(l- 2x) ( 2 ) y = j-x 2 -x + 2 
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下の 図の ように， 底面の 半径が 沒 ，高さが 3沒 である 円す いの 
内部に あって， 円す いと 軸を 共有し， 表面積が 最大と なる 円柱 
を 作りたい。 そのと きの 円柱の 底面の 半径と 高さを 求めよ。 
\ m ~ l > 円柱の 底面の 半径を ズ， s 
とし， 表面積を s とする。 

三角形の 相似より 
x : a = \6 a — y ) ： ia 
これから y = 3 U — ズ） 

したがって 

S = 2 nx 2 + 2 nxy = 2 nx 2 + 2 nx • 3 (a — x ) 

= - \ nx 2 + 6 Kax = - 47 r (^x — ^-aj + ^ na 2 

定義域は 0 < ズ < (2 であるから， ズ = |~び のとき S は最 
大 である。 また， そのと きの： V の 値は となる。 

ゆえに， 円柱の 底面の 半径と 高さは ともに である。 

® 33 直角を はさむ 2 辺の みの 和が 12 cm の 直角三角形に ついて， その 
面積が 最大と なるとき のび， 6 の 関係， および， 斜辺の 長さが 最小と 
なるとき のび，* の 関係を 求めよ。 

: — ぐ練爾 題 > 

1 •定義域を 1 S ズ S 4 とするとき ，： y = ズ 2 - 4ズ + 6 の 最大値と 最小 
値を 求めよ。 また， そのと きの ズの 値を 示せ。 

2 •定義域を 一 lSx S 3 とするとき ，： y = ズ 2 — 4 ズ + 6 の 最大値が 7 
となる ような みの 値を 求めよ。 

3 •長さ 20 cm の 針金を 折り まげて， 長方形を 作る とき， 面積が 最大と なる 



ような 2 辺の 長さを 求めよ。 
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14 節 I 2 次 関数と 方程式 •不等式 


1 【 2 次 関数の グラフと 2 次 方程式 

次の 3 つの 方程式を 例に して， 2 次 関数の グラフと jc 軸との 共有 点 
の 有無から， 2 次 方程式の 解に ついて 調べて みよう。 


x 2 

- 2 x = 0 

すなわち 


一 I) 2 — 1 =0 

① 

x 2 

- 2 x + \ = 0 

すなわち 

(X 

一 I) 2 = 0 

② 

x 2 

- 2 x + 2 = 0 

すなわち 

(X 

一 1 ) 2 + 1 = 0 

③ 


① は， 判別式の 値/ ) = 4 が 正で ある 
から， 2 つの 異なる 実数 解を もつ。 2 次 関 
数； V = U — I) 2 — 1 の グラフは 右の 図 

の① 'であり， ズ 铀 との 共有 点の ズ 座標 
0, 2 が 方程式 

ズ 2 - 2ズ = 0 

の 2 つの 実数 解で ある。 

② は ，判別式の 値が 0 であるから 重複 
解を もつ 〇 2 次 関数； y =( ズー I ) 2 のグ 
ラフは 上の 図の dx である。 このと き， グラフは ズ 軸に 接する といい， 
ズ 軸と グラフとの 共有 点を 接点と いう。 この 接点の ズ 座標 1 が 方程式 

ズ 2 — 2 ズ + 1 = 0 

の 重複 解と なって いる。 

③ は ，判別式の 値/) = 一 4 が 負で あるから， 2 つの 異なる 虚数 解 
を もつ 〇 2 次 関数： y = u - I) 2 + 1 の グラフは， 図の dy である。 こ 
の グラフが ズ 軸と 共有 点を もたない ことから， 方程式 



x 2 - 2 x + 2 = 0 
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は 実数 解を もたない ことが わかる。 

2 次 関数 ： y = の: 2 + ゐズ + c は， 2 次 方程式 びズ 2 + 6ズ + c = 0 の 

判別式 D = ゲ一 4仏 を 用いる と， 一般に 

( 、 b \ 2 D 
y = a \ x+ 2^) "47 

と 変形で きる。 したがって， g > 0 のとき には， 2 次 関数の グラフは， 
Z ) の 値の 正， 0， 負に より， それぞれ 次のようになる。 


[ 問 1 》 沒 < 0 のとき には ，： y = 似 2 + to + c の グラフは，/) の 値の 
正， 0， 負に よって， それぞれ どうなる かを 調べよ。 

[M2 >) 次の 関数の グラフと ズ铀 との 共有 点の 個数を 求めよ 0 

(1) タ = 2ズ 2 — 5ズ + 3 (2) y = — 5ズ 2 + 4 ズー 1 

(3) y = 2 (x + l)(x - 1)+ 3 (4) y = 2( x - l )( x -5) + 8 

ESD 放物線 ： v = ? + 2 ；c + 々とズ 軸との 共有 点の 個数は，々 の 
値に よって どのように 変わる か。 

I 解 》 放物線 ： y = A ： 2 + 2 ;c + 々と ズ 軸 
とが 共有 点を もつ のは， 2 次 方程式 
ズ 2 + 2 ズ + 々 = 〇 が 実数 解を もつ 
とき， すなわち D 2 0 のとき である。 

D = 2 2 - 4 k ^0 

よって 々 S 1 
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ゆえに， ズ 軸との 共有 点の 個数は，々 < 1 のとき 2 個，々 = 1 
のとき 1 個で あり，々〉 1 のとき は 共有 点がない。 

次の 放物線と ズ軸 とが 共有 点を もつ とき，々 の 値の 範囲を 求めよ。 
(1 ) y = 2 ズ 2 - 5ズ 十々 (2) y = x 2 + kx \ 

放物線と ズ軸 ，すなわち， 直線 y = 〇 との 共有 点の 場合と 同様に 考 
えて， 放物線と 直線 ： V = 似： + 6 との 共有 点に ついて 調べて みよう。 

放物線： V = ズ 2 — 2 と 直線 y = — 2 ズ + 6 とが 共有 点を も 
つと き， みの 値の 範囲を 求めよ。 

[ H 3 共有 点の 座標は， 連立方程式 
y = x 2 - 2 
y = - 2x + b 

の 実数 解で ある。 したがって， y を 消 
去して 得られる 2 次 方程式 
x 2 + 2x - (2 + b) = 0 
の 実数 解が 共有 点の a : 座標で ある。 この 式の 判別式を D として 
D = 2 2 + 4(2 + 6) = 12 + 46 ^ 0 
ゆえに， — 3 のとき 共有 点を もつ。 

[ ra 〇 放物線 ： v = ? + 4 と 次の 直線と が 共有 点を もつ とき， び または 
6 の 値の 範囲を それぞれ 求めよ。 

(1) y = 2x + b (2) y = ax + 3 

2| 2 次 関数の グラフと 2 次 不等式 _ 

2 次 不等式の 解き方は， 2 次 関数の グラフを 用いる と， さらに 理解を 
深める ことができる。 

次の 3 つの 不等式を 例に して 考えて みよう。 
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x 2 - 2 x >0 

すなわち 

(x - 

I ) 2 - 1 > 0 

① 

x 2 - 2 x + 1 >0 

すなわち 

(x - 

1) 2 >0 

② 

x 2 - 2 x + 2>0 

すなわち 

U - 

1) 2 + 1 >0 

③ 


2 次 関数 

y = x 2 — 2 x 

の グラフは， 右の 図の ① 'である。 
x 2 - 2 x >0 

の 解は， この グラフの： y 〉0 である 
ズの 値の 範囲を 求めれば よい。 それは 
2 次 方程式 ズ 2 — 2ズ=0 の 2 つの 実 
数 解 0,2 の 間を 数 直線から 除いた 範 
囲で ある。 したがって， 不等式 ①の解 
は 

ズ<0 または ズ>2 

である。 

2 次 関数 

y = x 2 - 2 x + 1 
の グラフは， 右の 図の ② ' である。 

グラフは， ズ 軸との 接点 （1,0) 以外 
は， ズ 軸の 上方に ある 。したがって， 不等 
式②の 解は， 1 以外の 実数 全体で ある。 

2 次 関数 

y = x 2 - 2 x + 2 
の グラフは， 右の 図の ③ 'である。 

グラフは， ズの すべての 範囲で ズ 軸の 
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上方に ある。 したがって， この 不等式 ③の 解は 実数 全体で ある。 
次の 不等式を 解け。 

( 1 ) ズ 2 - 2 ズ < 0 ( 2 ) - x 2 + 2x<0 

( 3 ) a : 2 - 6 ズ + 14 > 0 ( 4 ) ズ 2 - 5 ズー 4 < 0 

MM ) a キ 〇 とするとき， すべての 実数 ズ について， 不等式 

ax 2 + bx c > 

が 成り立つ ための 必要十分条件を 求めよ。 
m ~ y = 似 2 + 知 + c とすると， ズ のす ベての 値に ついて 

y > 0 であるよ うな 必要十分条件を 求めれば よい。 これは， 
2 次 関数 ： y = 似 2 + 6 ズ + c の グラフが 

下に* で， ズ铀と 共有 点を もたない 
ことと 同値で ある。 ゆえに， 求める 必要十分条件は 
沒 > 0 かつ ゲ 一 4 似： < Q 

[問 6 》 泛年 0 とするとき， すべての 実数ぶ について， 不等式 

ax 2 + bx + c < Q 

が 成り立つ ための 必要十分条件を 求めよ。 


< 練習問題 > 

1. 2 次 関数： y = x 2 + 3x + 々が， ズ 軸と 共有 点を もたない ような々 の 値 
の 範囲を 求めよ。 

2. 2 次 関数 y = ズ 2 — 2 ズー 1 が， 直線： y = 似 一 4 と 共有 点を もつ と 
き， び の 値の 範囲を 求めよ。 

3. 2 次 関数： y = の: 2 + 知 + c の グラフが， 右 
の 図の ように 表された とき， 次の ものを 求めよ。 

(1) の 符号 

(2) ゲ 一 4 な c, び一 A + c の 符号 
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ぼ 5 節]] 分数 関数と その グラフ 


ズの 関数： V が， 次のように， ズの 分数式で 表される とき，： V はズの 
分数 関数で あると いう。 


分数 関数では， 分母を 〇 にす るズの 値は， その 定義域に 属さない 0 


したがって， 上の 分数 関数の 定義域は， それぞれ 

{x\x ^ 0}, { x\x ^ - I } t {x\x ^ 3} 


である。 
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な〉 0, c <0 のい ずれの 場合に も， グラフ 上の 点は， 

原点から 左右の 方向に 遠ざかる につれ て， ズ 軸に 近づいて いき， 
原点から 上下の 方向に 遠ざかる につれ て，： V 軸に 近づいて いく。 
このように， 曲線 上の 点が， 原点から 遠ざかる につれ て， ある 直線 
に 限りなく 近づく とき， この 直線を 曲線の 漸近線と いう。 

y = f の グラフは ，ズ 軸と ン 軸を 漸近線と する 直角 双曲線で あり， 
原点に 関して 対称で ある。 

ISO 同じ 座標軸を 用いて，： v = 名 および： v= 一 & の グラフを かけ。 

丨間 2 D y が ズ に 反比例し ， x = 2 のとき y = 3 であると いう。 このと 
き，： y をズの 式で 表し， その グラフを かけ 0 
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xi = x 2 + 2 f yi = y 2 + 3 

であるから， 点 P は 点 Q を， ズ軸 方向に 2, y 軸 方向に 3 だけ 平行 移 
動した 点で ある。 

この ことから， ①の グラフは ②の グラフを， ズ 軸 方向に 2, y 軸 方 
向に 3 だけ 平行 移動して 得られる 曲線で ある ことが わかる。 

この 平行 移動に よって， ズ 軸と： V 軸は， それぞれ 直線: V ニ 3 と 直線 
ズ = 2 に 移る。 したがって， ① すなわち ： y = + 3 の グラフの 

漸近線は， 直線； c = 2 と： y = 3 である。 



分数 関数： ^ = *^4^+0 の グラフは， 直角 双曲線： V = 4 

の グラフを ズ軸 方向に/ >, y 軸 方向に (7 だけ 平行 移動した 直 
角 双曲線で， その 漸近線は 直線 ズ =/> と y g である。 


2 節で 2 次 関数の グラフの 平行 移動を 調べ， さらに この 節で 分数 関 
数の グラフの 平行 移動に ついて 学んだ。 

一般に， 関数： V = /(ズ） の グラフを， ズ 軸 方向に/),: V 軸 方向に C 
だけ 平行 移動す ると， 

y = / (x - p) + q 

の グラフになる。 

問 3 》 次の 関数の グラフを かけ。 また， その 漸近線の 方程式を 求めよ。 



関数 y = の グラフを かけ。 また， タ > 1 となる ズ 


の 値の 範囲を 求めよ。 
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解 D 右辺の 分数式を 次のように 変形す る。 

_ 2ズ + 4 — 2 U + 3) - 2 2_ 

y x + 3 x + 3 x + 3 

したがって， グラフは 
の グラフを ズ軸方 
向に 一 3, y 軸 方向に 2 だけ 
平行 移動した もので， 2 直 
線ズ = 一 3, y = 2 を 漸近線 
とする 直角 双曲線で ある。 

また ，： V = 1 となる ズの 
値は 一 1 であり ，： y > 1 と 
なる ズの 値の 範囲は， グラフが 直線 ： y = l より 上方に ある ズ 
の 範囲で ある。 

ゆえに， グラフより ズ<ー3, ズ>ー1 

次の 関数の グラフを かけ。 

(1) y = ^h (2) y = ⑶ン 爭 ; 



< 練習問題〉 


1. 次の 関数の グラフを かけ。 



2. 関数 y = の グラフと， 直線 ： y = 2 との 交点の 座標を 求めよ。 

また，： V 〉 2 となる ズの 値の 範囲を 求めよ。 

3. 関数 ： y = — + 1 の グラフと， 直線 y = — 1 および ： y = 3 との 

交点の 座標を 求めよ 。また，一 l < y < 3 を 満たす; c の 値の 範囲を 求め 
よ。 
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1 6 節] 無理関数 とその グラフ 

ズの 関数: V が， 次のように， 根号の 中に ズを 含む 式で 表される とき， 
y はズの 無理関数 であると いう 0 

y = /ズー ， タ=/2ズ + 1 ， y = /3 ズー 2 

無理関数では， 根号の 中を 負に する ズの 値は， その 定義域に 属さな 
い。 したがって， 上の 無理関数の 定義域は， それぞれ 

{x\x ^ 0} t \ x\x ^ ^ 

である。 

1 ■ ：V = ノ(1ズ の グラフ 

次の 関数の グラフに ついて 考えて みよう。 

y = ① 


関数 ①の 定義域と 値 域は， ともに 0 または 正の 実数 全体で ある。 
ズの 値に 対応す る： y の 値を 表に すると， 次のようになる。 


X 

° ^ i 

+ 1 

2 3 4 5 - 

… 9 

D 


+ 1 

1.41 1.73 2 2.24 … 

… 3 …… 


表から， グラフは 下の 図の ような 曲線になる。 
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①の両 辺を 2 乗す ると， ①は 
y 2 = x (y^O) 

すなわち 

x=y 2 (y^O ) ② 

と 同じで ある。 ②を 
y = x 2 (x ^0) 

と 比べる と， ズ と： y とを たがい 
に 入れ かえた 式に なって いる。 

2 次 関数： y = x 2 の グラフは， 原点を 頂点と し，: y 軸を 軸と する 下に 
凸の 放物線で ある。 したがって， ズ =y 2 の グラフは， 原点を 頂点と し， 
ズ 軸を 軸と する“ 左に 凸”の 放物線になる。 

しかし， ① すなわち © では，： y 20 であるから， その グラフは， 

ズ =y 2 の グラフの： V20 の 部分で， 上の 図の 太い 実線 部分と なる。 

一方， 関数: V = —ノ F について は，： y S0 であるから， グラフは， 上 
の 図の 太い 破線 部分で， ①の グラフと ズ 軸に 関して 対称で ある。 
g〇 関数： v = — x 2 (ズ 2 0) と， 関数 y = /^ の グラフを かけ。 

次に ，： y = ノ = T の グラフと ： y = /^ の グラフを 比べよ。 

一般に，； y = /^ ■の グラフは， 原点を 頂点と し， ズ 軸を 軸と する 放 
物 線の ズ 軸より 上方の 部分で， 下の 図の ようになる。 
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問 2 》 次の 関数の グラフを かけ。 

(1 ) y = y/lx (2) y = - V2x (3) y = /^2 J 

(4) y = — V — 2x 



関数 

y = y/x - 2 
について 考えて みよう。 

/(X) = y/Y 

とおくと ，： y = Vx - 2 は 
： V=/U — 2) と 表される。 したがって， 132 ページで 学んだ ように， 
タ = ン 7"=^" ■の グラフは， 関数 タニ/ 7 の グラフを， ズ紬 方向に 2 だ 
け 平行 移動した ものである ことが わかる。 

問 3 » 関数 : v = A の グラフを， 次の （1), (2) のように 平行 移動した と 
き， その グラフを 表す 関数を 求めよ。 

(1) a: 铀 方向に 2 だけ 平行 移動す る。 

(2) ズ 軸 方向に一 1 だけ 平行 移動す る。 

y = /- 2x + 1 の グラフを かけ。 

解 D y = Z 11 2ズ + 1 は 


と 変形で きる。 よって 
y = ノー 2ズ + 1 
の グラフは ，： v = 

の グラフを ズ 軸 方向に 备 
だけ 平行 移動した もので， 上の ような 図になる。 
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[W4 》 次の 関数の グラフを かけ。 

(1 ) y = ノ 3 + ズ (2) y = ノ 2 - マ (3) y = - ノ2 ズ + 5 

(MM) y = y/lx + 3 の グラフと， 直線： y = 2ズ 一 3 の 交点の 座標 
を 求めよ。 

\ MZ 3 交点の ズ 座標は 

/ 2 x + 3 = 2 x — 3 
を 満たす。 両 辺を 2 乗して 
整理 すれば 次のようになる。 

2 ズ 2 — 7 ズ + 3 = 0 
(ズー 3) (2 ズー 1) = 0 
したがって， ズ ニ 3 または ズ = 今で ある。 しかし， 上の 図よ 
り ズ 〉 香 であるから，； c = 3 が 求める ズ 座標の 値で ある。 この 
とき： y = 3 であるから， 求める 座標は （3, 3) である。 

次の 2 組の 関数の グラフを かけ。 また， 交点の 座標を 求めよ。 

y = /3 - x 
. y= - 2x 


⑴ 


y = ゾズ 

y - x 


⑵ 



文 練習問題〉 


1 •次の 関数の グラフを かけ。 

⑴タ = ン3 ズ + 1 
( 2 ) y = 2/x^T 

⑶ y = - y y/x - 1 

2. y = ノ の グラフと 直線 : v = —2ズ + 2 の 交点の ズ 座標を 求めよ 0 
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I 7 節 I 逆関数と その グラフ 

jlL 逆関数 ~ 

1 辺の 長さが ズ cm の 正方形の 面積を y cm 2 とすると， 

y ニズ 2 U>0) ① 

である。 逆に， 面積が: y cm 2 の 正方形の 1 辺の 長さを ズ cm とすると， 
ズ の 値は， ① すなわち： y = A： 2 U〉0) を； c について 解いた 式 

x = /y (y>0) ② 

から 求められる。 ② は， ズ が: V の 関数と なること を 示して いる。 した 
がって， このと きは，； y が 独立変数で， ズは 従属変数 である。 しかし， 
独立変数は ズ， 従属変数は: V を 用いて 表す ことが 多い。 このため， 関 
数② は， ズ と： V を 入れ かえて 新しい 関数 

y = yfx (x >0) ③ 

が 得られる。 ③ では， ズ と： V との 対応 関係が ①の 逆に なって いる。 

一般に， 関数： v = /U) について， その 値 域に 属する 任意の: v の 値 
に対して ，： v = /( a ：) を 満たす ズ の 値が ただ 1 つき まるならば， ズは 
y の 関数と なる。 したがって， この 関数を 

X = g (y) 

とする。 ここで， 独立変数 はん 従属変数は: y を 用いて 表すと， 

ズ = ダ （ y ) のズ と： v を 入れ かえて 

y = g (x) 

が 得られる。 この 関数 y = タ U ) を 関数 ： y = / U ) の 逆関数と い 
う。 たとえば， 関数 ③は 関数 ①の 逆関数で ある。 

関数 y = /U) の 逆関数： v = g (ズ） は 次の 性質を もっ。 
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⑴： v = ジ （ズ） の 定義域， 値 域は，: y = /U) の 値 域， 定義域に， そ 
れぞれ 一致す る。 

( 2 ) y = / (x) x = g (y) 

逆関数の 定義から， 次の ことが わかる。 


二 ニ n 逆関数の 求め 方 q 

関数： V = /(ズ） の 逆関数は，： y = /(ズ） をズ について 解き， 

ズ = ジ ( y) を 導いて から， ズ と： V を 入れ かえれば 求められる 0 


1111 > 関数； V = 4 ズー 8 の 逆関数を 求めよ。 

解 D y = 4 ズー 8 を， ズ についての 方程式と 考えて 解く と 

ズ = + 2 

ここで， ズ と： V を 入れ かえると 

y = |ズ + 2 

陋 » 関数 ： v = — 2 ズ + 3 の 逆関数を 求めよ 0 

E ®> 関数 ： v = ズ 2 (ズ $ 〇) の 逆関数を 求めよ。 また， その 定義域 
と 値 域を それぞれ 求めよ。 

解 》 ン= ズ 2 ( ズ S 0) をズ について 解く と ズ = 一 ノ：^ 

ここで， ズ と： y を 入れ かえると y = — ノ^" 

y = — が 求める 逆関数で ある。 与えられた 関数 y = パ 

の 定義域は {ズ U S 0 }, 値 域は { y 丨タ 2 〇 } であるから， 逆 
関数： V =— の 定義域と 値 域は， それぞれ {ズ丨ズミ〇}, 
{ y|y S 0} である。 

〈了 主意 > ン>〇 に対して， y = x 2 を 満たす 実数 ズ は， と 一 ン歹の 2 
つが あって， ただ 1 通りに きまらない。 したがって， 定義域を 実数 全 
体の 集合と すると， タ=ズ 2 は 逆関数を もたない。 
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問 2 》 次の 関数の 逆関数を 求めよ。 また， その 定義域と 値 域を それぞれ 
求めよ。 

(1 ) y = 2 x 2 (x ^ 0) (2) y = x 2 -2( x ^ 0) 

(3) y = — fjy (4) y = /x 


2 ■逆関数の グラフ 

関数 ： v = x 2 (ズ〉 0) と， その 逆関数 ： v = ノ F (ズ >0) の グラフ 
の 関係を 調べて みよう。 

関数 ： y = ズ 2 U 〉0) の グラフの 
上に， 任意の 点 P (の 6) をと ると 
b = a 2 (a > 0) 

すなわち，々 =/F (み >0) 

であるから， 点 Q (ケ a ) は， 逆関数 
y = ゾ 7 U >0) の グラフの 上に あ 
る 。また， この 逆 も 成り立つ 0 



右の 図で， 点 P (の 6) を， 直線 ： y = ズ 
を 軸に 折り返した 点を 考えれば， この 点の 
座標は （ケ び） になって Q と 一致す るか 
ら ，点 P と 点 Q ， また， これらの 点の 集合 
である ： y = ズ 2 の グラフと ： y = ノ7 のグ 
ラフは， 直線 ： v = ズ に関して 対称と なる。 
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KSS ) 関数 y = — + U 2 — 1) の 逆関数を 求め， その グラフを か 

け 。ただし， 定義域を { ズ|ズ 2 0} とする 0 
W ~ l) y = 1) (ズ 2 0) を； c について 解く と 

x 2 = l- 2y 

ズ 2 0 であるから 

x = VI — 2y 

ここで ズと y を 入れ かえると 
y = ノ 1 一 2 ズ 

この 関数が 求める 逆関数で ある。 

定義域は， 1 一 2ズ 2 0 より 

ゆえに， グラフは 上の 図の 太い 実線の 曲線になる。 

> 。ね 》 次の 関数の 逆関数を 求め， その グラフを かけ。 

(1) y = l- -^x (2) y = 3x 2 + 2 (x^O) 

(3) y = /Ax + 1 ⑷ y = 丄ー 1 



1. 次の 関数の 逆関数を 求め， その グラフを かけ。 

⑴ y = + ぺ ⑵ン = 1^1 

(3) y = 5 ズ 2 — 3 U > 0) (4) y - ノ 2 - 3 ズ 

2. 関数 ： v = / U ) の 逆関数を ： v = タ U ) とする 〇 な キ 0 として， 
/(ズ）= 似： + 6 とするとき， 次の 問に 答えよ。 

⑴ /(1)= 一 1， ダ （5) = 4 であると き， び， 6 の 値を 求めよ。 

なの 値が 1 と 一 1 のとき，/ U ) が yU ) と 等しくな るのは， みが ど 
のよう な 値のと きか 0 cc 'b 丨 乂 ： 一 | 七 

•，パ L … 七 ニ S ' ひぅ： 丨 

ぺ丨 t ノち二 5 しぃ’ ゎ c z 

a -2， b-j 
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発展 | JC の 範囲に よって 異なる 式で 表される 関数 

右の 図の ような 台形 ABCD が あ A 

る。 点 P が 辺 BC 上を 動く とき， P を 
通り， BC に 立てた 垂線と AB または /.I 

AD との 交点を Q とする。 Q が A に ノン^ 

r 

一致した ときの P の 位置を M とす 之 ッ 心 


P の 動いた 距離を ズ とし， ABPQ の 面積を： v とすると，: y は ズの関 
数で ある。 図の ように ， z B = 45 a , z C = z D = 90' BC = 4， 

CD = 2 とすると， タ 

P が BM 上に あるとき 4 Z 


(0 


< x ^2) 


P が MC 上に あるとき 

y^x (2 < x ^ 4) / ! 

で 表され， この 関数の グラフは 右の ~ sj " 2 4 J 

図の ようになる。 

また， 関数 ： y = | x | の グラフに ついて 考えて みよう 。この 関数は 
ズ 20 のとき y = x , v y / 

ズ <0 のとき 夕=-ズ \ / 


であるから 


(x S 0) 


{ - x (x <0) -1 0| 1 

と 表す こと も ある。 したがって， グラフは 上の 図の ようになる。 
〇 次の 関数の グラフを かいてみ よ。 
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d … _ 第 5 章の 問題 | 

囚 

1. 次の 関数の 値 域を 求めよ。 

(1) y = 2x 2 - x (0 S x ^ 3) (2) y = x 2 + x + \ ^ x ^ 3 ) 

(3) y = x Z .\ (ズ 2〇) (4) y = ノ 3 — 2ズ {- l ^ x ^ l ) 

2. 次の 関数の グラフを かけ。 また， これらの グラフを ズ軸 方向に 2, y 軸 
方向に 一 3 だけ 平行 移動した ときの 頂点の 座標を それぞれ 求めよ。 

(1 ) y = 3ズ 2 + ズ 一 替 (2) y = - yx 2 + 2x + \ 

3. 2 次 関数 ： v = —ズ 2 + 1 の グラフを 平行 移動して， 頂点が， 次の 点に く 
るよう にした とき， その 放物線を グラフと する 2 次 関数を 求めよ。 

⑴ （-2， 0) ⑵ Q， U ⑶ （- 3， 1) 

4. 和が 1 であるよ うな 2 つの 正の 数の 積が 最大になる のは， 2 つの 数が ど 
のよう な 値のと きか。 

5. 2 次 関数 ン = の: 2 + 知 + c の グラフが， それぞれ 図① ，② ，③ であ 
ると き， のケ c および ゲー が， 正， 負 または 0 のい ずれで あるか 
を 示せ。 



6. 放物線 ： v = の: 2 + ズ + 6 が 2 点 A (1,0), B (0, を 通る とき， 仏 6 
の 値を 求めよ。 



7 •次の 関数の グラフを かけ。 


⑴ 


y = 


3ズ + 1 

x - 2 


(3) y = /— x + b 


⑵ 


y = 


3 - 4 ズ 
2x + 1 


(4) y = — / 2x + 4 
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8. 次の 関数の 逆関数を 求め， それぞれの グラフを かけ。 

(1 ) y = - 2ズ + 3 U 2 0) (2) y = (x + l ) 2 (x ^ - 1) 

(3) y - " b (x ^ - l ) (4) y - . _ 2 (x ^ 2) 


d 

1. 放物線 ： y = 2 ズ 2 + 々ズ + 1 がズ 軸に 接する ときの々 の 値を 求めよ。 ま 
た， そのと き， 1$ズ S 3 の 範囲で y の 最大値を 求めよ。 

2. 放物線 : v = I 2 + 2 知 + 々 + 1 と 直線 : y = ズ について， 次の 問に 答え 

よ。 

(1) 接する とき，々 の 値を 求めよ。 

(2) 2 点を 共有 するとき，々 の 値の 範囲を 求めよ。 

(3) 共有 点がない とき，々 の 値の 範囲を 求めよ。 

3 •放物線 ； V = ズ 2 + 知 + 々一 1 が 直線 ： V = ズに 接する とき， この 放 物 
線は 直線： V =1 —ズと 共有 点を もつ ことを 示せ。 

4 •右の 図の ような 直角三角形 ABC の 
AB 上に 点 P をと り， BC と AC に 垂線 
PQ と PR を ひく 〇 BC = の AC = 6 
として， 図の 斜線 部分の 面積が 最小に 
なるとき の PQ の 値を 求めよ。 

5 •周の 長さが 一定で ある 長方形の うち， 面積が 最大と なる ものは， 正方形 
である ことを 証明せ よ。 

6. び > 0 として， 直線 y = / Tx の グラフと 無理関数 y = ノ 2 ズ + 1 
の グラフとの 交点の ズ 座標を 求めよ。 




平面図形と 式 

1 節 •点の 座標 
2 節 •直線の 方程式 
3 節 • 2 直線の 関係 
4 節 •円と 直線 
5 節 •軌路 の 方程式 
6 節 •不等式の 表す 領域 


代の 数ネを 浓 人 成した ものと して ユーク 
リッ ドの f 原論 j が ある。 中，〒 牧で 学ん た 糊 
形の 性質の 多くは この r 原論 j の 中に 収めら 
れ ておリ ，今日の 初等 幾何学は 紀元前に 発 兄 
されて いたと いえる。 

17111. •紀 に视れ た デカルトの 幾何学は， それ 
以前の 幾何 7: を 人 •きく 変える ものと なった。 
彼は， 座標を 導入して， _ 形を 代数 的な M の 
関係と して 表し， 代数 的な 取り扱いに よって， 
幾何学を 再構成した。 

その後， 空間に 座標を 導入したり ，複素数 
の 座標を 扱う ことにより， 解析 学 や 代数学を 
とり 入れた 幾 fsj •爹か < 大きく 発展した。 

この 章では， 座標を 用いた 平面図形の 方 程 
式 やその 扱い方の 基本を 学 ふ •が， それらは 空 
間!^ 形を 考える 場合の 基礎と なる。 
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11 節]] 点の 座標 


TT 直線 上 の 点の 座標 

すでに 学んだ ように， 数 直線 上に おいて， 座標が； C である 点 尸を 
PU ) と 書く。 


2 点 間の 距離 

数 直線 上に 2 点 A U ), B (6) をと る。 2 点 A と B の 距離 AB は， 
な < ゐ のとき AB = b — a a b 

び〉 ろのと き AB = な一 み a 、〜 b-a ， ノ b 

である。 絶対値の 記号を 用いて 表すと 

AB = \b- a\ B A 

ィ b 、、 a — b 一 a 
である。 

a 〇 数 直線 上の 2 点 A (— 2) と B (4), C (5) と D (2) の 距離は 
AB = |4 — （一 2)| = 6, CD = |2 — 5| = | — 3| = 3 
fWI » 数 直線 上の 次の 2 点 間の 距離を 求めよ。 

(1) A (- 1), B (3) (2) C (- 4), D (-5) 

間 2 飞 数 直線 上で， 点 P (— 3) からの 距離が 5 である 2 点を 求めよ。 


内分 点 •外分 点 


線分 AB 上に 点 P をと り， 線分 AP 
と PB の 長さの 比が w : w になる と 


A P B 



き， 点 P は 線分 AB を に 内分す る， または 2 点 A , B を 
に 内分 するとい う 。この場合 ， w >0,«〉0 とする。 

線分 AB の 中点 M は， AB を 1:1 に 内分す る 点で ある。 
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MM ) 2 点を A (1 ), B (9) とする。 線分 AB を 3:1 に 内分す る 点 
P の 座標を 求めよ。 A P B 

IW ~ D 点 P の 座標を X とすると 1 3 ズ 19 

AP = ズ 一 1 ， PB = 9 - a : 

よつ て U — 1): (9 - ズ） = 3: 1 

ズー 1 = 3 (9 一 ズ) 

これを 解いて ズ=7 

ゆえに 点 P の 座標は 7 

®3 2) 2 点 A (— 7), B (3) を 3:2 に 内分す る 点 P の 座標を 求めよ。 


2 点 A U ), B (6) を w : « に 内分す る A P B 

点 P の 座標 A ： を 求めて みよう。 a m x パ 

a く b ヒす るヒ 


よって 


したがって 


AP : PB = (x - a) : (b - x) = m\n 
n (x — a) = m (b — x) 

\m + n) x = na + mb 

na + mb 


x 


m 十 / 1 


な〉 みのと きも， 同様にして 

x = na + mb 


B 


m 


n 


が 得られる。 

とくに， 線分 AB の 中点の 座標は 


x = 


a + b 


M _2> 数 直線 上で， 次の 各 点の 座標を 求めよ。 

(1) 2 点 A (1 ), B ( — 5> を 1:3 に 内分す る 点 

(2) 2 点 A (― 号 )， B (-2) の 中点 


P A 


m 
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線分 AB の 延長 上に 点 P が あって ， AP : PB = m : w が 成り立つ と 
き， 点 P は 線分 AB を に 外分 するとい う 0 
m > w のとき は， 点 P は 線分 AB A BP 

の B の 側の 延長 上に ある 0 


m < w のとき は， 点 P は 線分 AB P A 
の A の 側の 延長 上に ある。 


B 


2 点を A ( l ), B (7) とするとき， 次の 各 点の 座標 ズを 求めよ。 

(1) 線分 AB を 5:2 に 外分す る 点 P 

(2) 線分 AB を 1:4 に 外分す る 点 Q 

m (1) AP : PB = (ズ - 1): (ズー 7) = 5:2 

2( ズー 1) = 5 U — 7) これを 解いて ズ = 11 
ゆえに 点 P の 座標は 11 

(2) 八 Q : (1 —； c ):(7 — ； c ) = 1 :4 

4(1- ズ ）=7 — ； c これを 解いて ズ =ー1 

ゆえに 点 Q の 座標は 一 1 


[M5 >> 2 点を A (1 ), B (5) とするとき， 線分 AB を 2:1 に 外分す る 点， 
および 3:5 に 外分す る 点の 座標を 求めよ。 


2 点 AU ), B (み） を m : « に 外分す る 点を PU ) とする 0 


m > n のヒ きは 

(x — a) : (x — b) = m : n 



よって 


— na + mb 
m — n 


L 問 w < w のとき も， 上の 公式が 成り立つ ことを 確かめよ 0 
MO 2 点を A (— 5), B (7) とするとき， 線分 AB を 3 -.1 に 外分す る 
点， および 2:5 に 外分す る 点の 座標を 求めよ。 
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2 平面 上の 点の 座標 


すでに 学んだ ように， 座標 平面 上に おいて， 座標が U , y ) である 
点 P を P (ズ， ： y ) と 書く。 


2 点 間の 距離 

2 点 A(l, %)， BU, y 2 ) 間の 距離を 求めて みよう。 
右の 図の ように， 点 A を 通り ズ 軸 
に 平行な 直線と， 点 B を 通り： y 軸に 
平行な 直線との 交点を C とする。 

△ABC は 直角三角形 であり， 

AC = | ズ 2 - ズ 1 丨 ， BC = | タ 2 - 妁 丨 
である 。三 平方の 定理に よって 

AB 2 = \x 2 - xi\ 2 + \y 2 - y\\ 2 
となる から， 2 点 AB 間の 距離は， 次のようになる。 

AB = / (x 2 - xi) 2 + (y 2 - yi) 2 



■ ■ h 平面 上の 2 点 間の 距離 p 

2 点 八（ズ丨，>〇, B “ 2 ,： v 2 ) 間の 距離は 

AB = \/ U 2 - Xi ) 2 + (y 2 — yi) 1 
とくに， 原点 0 と 点 PU , y ) との 距離は 

0P = y/x 2 + y 2 


m 1 ) 座標 平面 上の 2 点 A (1, 1 ), B (5, 3) 間の 距離は 
AB = /~(5 一 I ) 2 + (3 — I ) 2 = /20 = 2 /T 
MO 次の 2 点 間の 距離を 求めよ。 • 

(1) (0,0), (-3,4) (2) (2,4), (-5,3) 

(3) (1， 6)， （1 + / T , - 2) (4) (#, - 3), (/ T , 5) 
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MM ) △ ABC において， 辺 BC の 中点を M とするとき 
AB 2 + AC 2 = 2( AM 2 + BM 2 ) 

が 成り立つ ことを 示せ。 

陬 明 》 M を 原点と し， 直線 BC を 
ズ 軸に とり， M を 通り BC に 
垂直な 直線を: V 軸に とる。 

A (の み)， C ( c , 0) とする 
と， B の 座標は （一 c , 0) で 
ある。 

したがって 

AB 2 = (^2 + c ) 2 + b \ AC 2 = (a - c ) 2 + b 2 

AM 2 = a 2 + b \ BM 2 = c 2 

よつ て AB 2 + AC 2 = 2 U 2 + ゲ + c 2 ) 

2 ( AM 2 + BM 2 ) = 2 ( a 2 + b 2 + c 2 ) 

ゆえに AB 2 + AC 2 = 2( AM 2 + BM 2 ) 

1 問 9 》 AABC で， B (— 4,0), C (2,0) とする。 AABC が 正三角形と 
なる ように， 頂点 A の 座標を 定めよ。 

内分 点 •外分 点 

平面 上の 2 点 PiU 丨 ， タ 丨 )， P 2 ( ぬ，：^) 

を 結ぶ 線分 PiP 2 を m : « に 内分す る 
点 P の 座標 （ズ， y ) を 求めて みよう。 

Ph P 2 , P の 各 点から； c 軸に 垂線を ひ 
き， 交点を それぞれ AbA 2 , A とすると 

Pi P : P P 2 = Ai A : A A 2 = m\n 
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であり，； c 軸 上で 点 A は 線分 A 丨 A 2 を m : w に 内分す る 点で ある 0 
したがって， P の ズ 座標は 

nx\ + mx2 
m + n 

同様にして，： V 座標は 





とくに， 線分 RP 2 の 中点の 座標は 


( Xi + X2 
\ 2 ， 


yi + 


同 10 >) 2 点 A (— 2,1 ), B (4, 7) について， 線分 AB を 2: 3 に 内分す る 
点と， AB を 5:2 に 外分す る 点の 座標を それぞれ 求めよ。 
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财 誠 3 点 A Ui, yi), B (ズ 2 , ッ2), C (ズ3, ン3) を 頂点と する △ ABC 
について， 辺 BC の 中点を M とする。 線分 AM を 2: 1 に 内分す 


る 点 G の 座標 U, y) を 求めよ 0 
W ~ l ) 辺 BC の 中点 M の 座標は 

( x 2 + X3 ^2 + y 3 j 

G は AM を 2: 1 に 内分す るから 


xi + 2 x 


ズ2 十 ズ3 


一^! 


A(a ： i, y { ) 




ン C 

(ズ H， タ 3) 


B(A ： 2 , タ 2 


yi + 2 x 


V2 + ys 


_ y\ + y2 + y_3 


ゆえに， G の 座標は 


X\ + x 2 


[間 11 》 例題 4 において， CA , AB の 中点を それぞれ N , L とする。 


BN , CL を 


に 内分す る 点は いずれも G である ことを 示せ c 


く 注意） 三角形の 3 つの 中 線は 1 点で 交わる。 この 点を 重心と いう。 三角 
形の 重心は， 中 線を 2:1 に 内分す る 点で ある。 


2 点 A (— 2), B (4) について， 線分 AB を 2:1 に 内分す る 点を P , 
2:1 に 外分す る 点を Q とする。 線分 PQ の 長さを 求めよ。 

a ABC について， 辺 BC を 2: 1 に 内分す る 点を P とするとき， 

AB 2 + 2 AC 2 = 3 ( AP 2 + BP • CP ) が 成り立つ ことを 示せ。 

3 点 A (3, 一 6 )， B (— 4, 2), C ( l ， 4) を 頂点と する a ABC の 重心 


G の 座標を 求めよ。 
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1 2 節]] 直線の 方程式 

1 次 方程式 

2 ズー 3夕 + 6 = 0 

を 満たす 実数の 組 U , y ) は， この 方程式の 
解で ある。 解 （ズ， y ) を 座標に もつ 点の 集合 
{( x t y )\ 2x - 3y + 6 = 0 } 

は， 座標 平面 上の 直線を 表す。 

一般に， ズ,>； についての 方程式の 解 U , タ） の 集合は， 座標 平面 上 
で 1 つの 図形 F を 表す。 この 図形 F を， 方程式の 表す 図形 または 
方程式の グラフと いう 。また， 点 （の A ) が 図形 F 上に あれば， ズ = び, 
y = 6 はこの 方程式の 解で ある。 そこで， この 方程式を 図形 厂の方 程 
式 ともいう。 

間 n > 次の 方程式の 表す 図形を かけ。 

(1) 5 ズー 2 y — 10 = 0 (2) 3ズ + 4 ター 6 = 0 

(3) 6ズ + 30 = 0 ⑷ 一 y + 7 = 0 

点 AUi , タ,） を 通り， 傾き w の 直線の 方程式を 求めて みよう。 
傾きが m ， 切片が 《 である 直線/の 方程式は 
y = mx + n 

である。/ が 点 A (心， 力） を 通るならば 
y \ = mxi + n 

両 式から； 2 を 消去す ると， 方程式 
y - y \ = m (x - xi ) 

が 得られる。 

したがって， 次のように まとめられる。 
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■ 彳 1 点を 通る 傾き m の 直線 

点 Ui , h ) を 通り， 傾きが m の 直線の 方程式は 
y - y\ = mix - xi) 

I 

[ M 3 点 （ i , 一 2 ) を 通り， 次の 傾きを もつ 直線の 方程式を 求めよ。 

(1) 傾きが 3 (2) 傾きが 一 2 ⑶ 傾きが 0 

次に， 異なる 2 点 A (心， 妁)， BU 2 , y 2 ) を 通る 直線/の 方程式を 
求めよう。 


( i ) ズ 1 キ ズ 2 のとき 

直線/は; V 軸に 平行で ない ので， 傾きを w とし， 点 A を 通る から 


y - yi = m (x - Xi ) 

y 

BU 2 ，： V 火 Z ’ 

さらに， 点 B が/上に あるから 


A ( ズ丨， タ^/" ド 2 -夕 丨 

yi - y \ = m ( x 2 - xi ) 


ニー 

よって，/ の 傾き m は 

ノ 




X 


これを はじめの 方程式に 代入す ると， 直線/の 方程式は 


y - 妁 


ya - y\ 
X 2 ~ Xi 


(X — Xi ) 


( ii ) h = ズ 2 のとき 


直線/は： y 軸に 平行で ある。/ 上の y 


1 

と、、 の 占の^: 座標 も ズ， であるから Vo 


U ( V - 、 

X = Xi 


乜 （ズ 2, ツ 2 , 

yi 


A ( x lt y x ) 

が 直線/の 方程式で ある。 



したがって， （ i )， （ ii ) より 次の よ 0 

X\ 

X 




うに まとめられる。 


2 節 直線の 方程式 说 



以上の ように， 座標 平面 上に おいて， 直線の 方程式は Ay の 1 次 方 
程 式で 表される。 逆に， ズ，タ の 1 次 方程式の 表す 図形は 直線で ある。 
次の 2 点 A ， B を 通る 直線の 方程式を 求めよ。 

⑴八 （1， 2)， B (3, 8) ⑵ A (4, - 1 )， B (- 2, 3> 

⑶八 （一 1， 2)， B ( l ， 2) (4) A (- 2, 5 )， B (- 2, 1) 

商 〇 2 点 A U , 0), B (0, 6) を 通る 直線の 方程式は 



となる ことを 示せ。 ただし， なキ 0, ろ# 0 とする。 

問 5 》 2 点 A (3,0), B (0, — 5) を 通る 直線の 方程式を 求めよ。 



1 •次の 条件を 満たす 直線の 方程式を 求めよ。 

(1) 点 （一 4, 1) を 通り， 傾きが 3 

(2) 点 （5, — 2) を 通り， 傾きが 一 2 

(3) 点 （一3, — 1) を 通り， ズ 軸に 平行 

(4) 2 点 A (3, 4), B (— 6, 5) を 通る 直線 

2 •直線 2ズ + 处 = 8 が 点 （1, 3) を 通る とき， 5 の 値を 求めよ。 

3. 3 点 A (— 2, 6), B (2, 8), C (6, 10) は 同一 直線 上に ある ことを 示せ。 

4. 3 点 A (2, 3), B (5, 7), C (— 7, な） が 同一 直線 上に あるとき， びの 値 
を 定めよ。 
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H 3 節 ] 2 直線の 関係 

1 | 平行な 2 直線 

座標 平面 上に おいて， 2 直線が 交わる 場合， その 交点の 座標 U ,: v ) 
は， 2 直線の 方程式を 同時に 満たす ズ，タ の 値に よって 与えられる。 た 
とえば， 2 直線 ズ + 2ン 一 4 = 0, ズ 一： y — 1 = 0 の 交点の 座標は， 
これらを 連立方程式 として 解く ことにより， （2, 1) である ことが わ 
かる。 

[ g 〇 次の 2 直線の 交点の 座標を 求めよ。 また， 2 直線の グラフを かけ。 
ズ+ 2 ター 4 = 0， ズーター 1=0 
2 直線の 方程式を 

y = mx + n 
y = m x + n 

とする。 2 直線が 平行なら ば 傾きは 等し 
いから ， m = m ' が 成り立つ。 逆に， 
w = m ' ならば， 2 直線は 平行で ある。 

とくに ， m = w ' かつ 《 = ならば 
2 直線は 一致す る。 このと きも 平行の 特別な 場合と 考える。 

したがって， 次の ことが 成り立つ。 

丨 2 直線の 平行 条件 

2 直線 ： y = w ズ + タ = m ' ズ + «' について 



2 直線が 平行 <=> w = w ' 

2 直線が 一致 w = w ', « = 
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点 （一3, 2) を 通り， 次の 直線に 平行な 直線の 方程式を 求めよ。 
(1) 2 x - y - 1=0 (2) 4 ズ + 5y + 2 = 0 

(3) y + 2 = 0 (4) ズ - 1 ニ 0 

2 1 垂直を 2 直籙 

座標軸に 平行で ない 2 直線が 垂直になる 条件を 求めて みよう。 
mm ' キ 0 である 2 直線の 方程式を 
y = mx + n ① 

y = mx + n ② 

とする。 ① ，②に 平行で 原点を 通る 2 
直線は， それぞれ y = mx, y = mi 
となる から， この 2 直線が 垂直で ある 
条件を 求めれば よい。 

y = wa: ， y = m'x と 直線； c = 1 との 交点を A， B とすると， A, 
B の 座標は それぞれ （1, w ), (1, m ') となる 0 y = m ズと y = m' ズ 
が 垂直なら ば， 0A 丄 OB であるから， 三 平方の 定理に より 

AB 2 = OA 2 + OB 2 

したがつ て （m — w') 2 = (1 + w 2 ) + (1 + m /2 ) 

これを 整理す ると mm ' = - 1 

逆に， mm ' = — 1 ならば， 0A 丄 0B である。 

したがって， 次のように まとめられる。 



- …… 丨 2 直線の 垂直 条件 q 

w キ 0, 所' 孝 0 である 2 直線： y = mi + ン = m ' ズ + ;/ に 
ついて 

2 直線が 垂直^ => mm ' = — 1 
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士 X (-2)= - 1 

であるから， 垂直 条件から たがいに 垂直で ある。 

問 3 》 次の 直線のう ち， たがいに 垂直な 2 直線を 記号で いえ。 

ア •ズ + 3 y + 3 = 0 イ •夕 = \/ Ta : + 1 ウ •タ = 3 

エ • ズ = 2 才 • y = 3 ズー 5 力 • /Ty = 一 ズ 

W 4 》 次の 2 直線が 垂直になる ように， a の 値を 定めよ。 

3 ズー 7タ + 1 = 0， 似 + 2 y — 4 = 0 

EBD 2 点 A (3, 2), B (5, 3) を 通る 直線に 垂直で， 点 （1, 2) を 

通る 直線の 方程式を 求めよ。 

[ H 3 2 点 A , B を 通る 直線の 傾きは 

3 — 2 _ 1 
5 - 3 - 2 

求める 直線の 傾きを m とすれ 
ば， 垂直 条件から 

y x m = — 1 

すなわち m = — 2 

点 （1, 2) を 通り， 傾き 一 2 の 直線の 方程式は 

y-2=-2(x-\) 

ゆえに， 求める 直線は 

y = - 2x + 4 

丨 問 5 » 次の 直線の 方程式を それぞれ 求めよ。 

(1) 4 ズ + 3 y — 5 = 0 に 垂直で， 点 （0, — 1) を 通る 直線 

(2) 2 点 A (0, 4), B (— 3, 6) を 通る 直線に 垂直で， 点 （4, 7) を 通 



る 直線 
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3 [点と 直線の 距離 

点 A から 直線/に ひいた 垂線と/との 交点を H とするとき， 線分 
AH の 長さを 点 A と 直線/との 距離と いう。 

ESB ) 点 A ( l , 4) と 直線 ズー 2 y + 2 = 0 との 距離を 求めよ。 

解 » 点 A から その 直線に 垂線を ひき， 直線との 交点を H とする。 



垂線 AH は 傾きが 一 2 で 点 A (1, 4) を 通る から， 方程式は 
y - 4 = 一 2( ズー 1) 

すなわち y = - 2ズ + 6 ② 

H は 2 直線 ① ，②の 交点で あるから， その 座標の 値は ①と 
②の 方程式を 同時に 満たす。 したがって 

x = 2 t y = 2 

となる ので， H の 座標は （2, 2) である。 

よって AH = /(2 - I ) 2 + (2 — 4) 2 = 

ゆえに， 求める 距離は である。 

^ 問 6 》 原点から 直線 3 ズー 4 y = 5 に ひいた 垂線の 長さを 求めよ。 

[ M 7 》 点 （一 3, 2) と 直線 2ズ 一 y + 3 = 0 との 距離を 求めよ。 

[問 8 》 原点から 直線の： 一 : y + 2 = 0 に ひいた 垂線の 長さが 1 となる よ 
うに， の 値を 定めよ 0 
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4 1 座標を 用いた 図形の 性質の 証明 

点の 座標 や 直線の 方程式， および それらの 関係を 用い， 式の 計算に 
よって 図形の 性質を 調べる ことができる。 

MM ) △ ABC の 3 つの 頂点から， それぞれの 対辺に ひいた 3 本の 
垂線は， 1 点で 交わる ことを 証明せ よ。 

三角形の 3 つの 頂角のう ち， 少なくとも 2 つの 頂角は 銳 角で 


あるから， と ZC が 鋭角の 場合の みを 考えれば よい。 
右の 図の ように， 底辺 BC が 


ズ 軸 上に あり， 頂点 A が: v 軸 上 
にある ように 座標軸を とる。 3 

/ 

A ((い/) 

又 

つの 頂点の 座標を A (0, 


B(6,0),C(c,0) とし， B,C か 



ら それぞれの 対辺へ 垂線 BP, 

B(b.O) 0 

C(c\ 〇 ) x 

CQ を ひく。 



直線 AC の 傾きは 一 ラで あるから， BP の 傾きは f である。 

し U 

したがって， 直線 BP の 方程式は 



y = — (x - b) 


① 

また， 直線 AB の 傾きは 一 I 

であるから， 

CQ の 傾きは j 

である。 したがって， 直線 CQ の 方程式は 


y = -^(x-c) 


② 


① ，②を 解いて， BP と CQ の 交点の 座標は (0, — D で 
ある。 よって， 3 つの 垂線 AO , BP , CQ は 1 点で 交わる。 

ぐ 注意) 上の 例題 3 における 3 垂線の 交点を △ ABC の 垂心と いう。 
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座標を 用いて 図形の 性質を 証明す るには， 次の 手順を とる。 

(1) 与えられた 図形に 対して， 適当に 座標軸を 定める。 

(2) 与えられた 図形の 条件 や 関係を， 座標を 用いて 数式で 表す。 

(3) (2) の 結果を 計算に よって 証明す る。 

問 『 》 右の 図の ように， 〇 A = 0 C , 

OB = 0 D である 2 つの 直角 三 
角 形が ある。 

0 A 丄 0 C のとき， 辺 AB の 中 
点 M と 0 を 結ぶ 直線は， CD と 
垂直になる ことを 示せ。 

[ Mj 〇 三角形の 各 辺の 垂直 二等分線 
は 1 点で 交わる ことを 示せ。 

< 練習問題 > 

1 •次の 条件を 満たす 直線の 方程式を 求めよ。 

⑴ 直線 3 ズ + y = 7 に 平行で， 点 （5, — 4) を 通る。 

⑵ 点 （一 3, 4> を 通り， 直線 2ズ + 3タ =6 に 垂直 
⑶ 2 点 A (1, — 3 )， B (5, 2) を 通る 直線に 垂直で， 点 （一 1, 4) を 通る 
直線 

2. 2 直線 ズー： y + 2 = 0, 3 ズ + 2 y - 2 = 0 の 交点を 通り， 次の 条件を 
満たす 直線の 方程式を 求めよ。 

⑴ 原点を 通る。 （2) 直線 3 ズ + 2 y = 8 に 平行 

(3) 点 （一2,1) を 通る。 （4) 直線 2ズ + y = 10 に 垂直 

3. 2 直線の： + y = 1 , U — 2)ズ + y = 1 が 垂直に 交わる とき， び の 値 
を 求めよ。 また， 交点の 座標を 求めよ。 



C 
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14 節!] 円と 直線 


TT 円の 方程式 

円は， 定点から 一定の 距離に ある 点の 集合で ある。 その 定点が 円の 
中心で あり， 一定の 距離が 円の 半径を 表す。 

座標 平面 上で 円を 表す 方程式を 求めよう。 V4 


円の 中心 CU , ゐ)， 半径 r とし， 

円 上の 任意の 点を PU , y) とすれ 

ば， 

CP = Ax - a) 2 + (y - b) 2 
である。 CP = r であるから 

JYx~ 7) 2 + (y- b) 2 = r 
したがって U — び) 2 + ( y — み) 2 


^(x.y) 


C ( a , b ) 
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[ W 2 ；) 次の 条件を 満たす 円の 方程式を それぞれ 求めよ。 

(1) 中心 （一 1, 2)， 半径 3 

(2) 中心 （1, 一 1)， 半径 /T 

円の 方程式 （ズーび) 2 + — 2 = r 2 を 展開して 移項す ると， 

ズ 2 十： V 2 一 2 び ； c 一 2々 y + び 2 + ゲー r 2 = 0 
となる。 したがっ て， 円は ズ と： V についての 次の 形の 2 次 方程式 

x 2 + y 2 + Ax + By + C = 0 

で 表される。 

KBD 次の 方程式は どんな 図形を 表す か。 

x 2 + y 2 — 4x — 6y - 3 = 0 
m 与えられた 方程式を 変形す ると 
(ズ 2 - 4ズ+4)+(ゾ 一 6y+9) - 16=0 
(x ~ 2) 2 + ( y - 3) 2 = 4 2 
したがって， この 方程式は 
中心 （2, 3)， 半径 4 の 円を 表す。 

t 問 〇 次の 方程式が 円を 表す ことを 示し， 中心と 半径を 求めよ。 

(1) x 2 + y 2 + 2 x + Sy + I = 〇 

(2) x 2 y 2 - 2 x + 4 y = 0 

MM ) 2 点 A (— 1,2), B(3, 4) を 直径の 両端と する 円の 方程式を 
求めよ。 

》 線分 AB の 中点 C (1, 3) が 円 
の 中心で， 半径は CB である。 

CB 2 = (3-l) 2 + (4-3) 2 = 5 

よって， 求める 円の 方程式は 
(ズー 1) 2 + 〇; — 3) 2 = 5 
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間 4 >) 2 点 A (— 1, 一 1), B (3, 2) を 直径の 両端と する 円の 方程式を 求 

めよ。 

_ >) 2 点 A U ， 0), B (0, み） を 直径の 両端と する 円は， 原点を 通る こ 

とを 示せ。 

3 点 P ( l , 5), Q (— 5, — 3), R (2, -2) を 通る 円の 方程式 
を 求めよ。 

求める 円の 方程式を 

x 2 + y 2 + Ax + By + C = 0 

とする。 3 点 P , Q , R は 円の 上に あるから， 次の 3 つの 方程式 

I 2 + 5 2 + /I + 55 + C = 0 
(- 5) 2 + (- 3) 2 - 5 A - 3 B + C = 0 
2 2 + ( - 2) 2 + 2/1 - 2 Ii + C = 0 
が 成り立つ。 これ をん/ ゴ， C の 連立方程式 として 解く と 
A = 4 f B = - 2 f C = - 2 ( 

よって 

x 2 + y 2 + 4 x - 2 y - 20 = 0 

ゆえに 

(x + 2) 2 + ( y - l ) 2 = 25 

赛 ） 3 点 P , Q , R を 通る 円を 

△ PQR の 外接円と いう。 その 中心を 外心と いう。 

_ 》 3 点 P (3, 8), Q (— 4, 1), R (5, 4) を 通る 円の 方程式を 求めよ。 
問し》 3 点 P ( l ， 一 1), Q (5, 1), R (— 2, 0) を 通る 円の 方程式を 求め 
よ。 また， その 円の 中心と 半径を 求めよ。 
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2 『円の 接 線 

円 0 の 上に 任意の 点 P をと る。 P を 通り， 半径 0P に 垂直な 直線 
は， P 以外に 円 0 と 共有 点を もたない。 この 直線を 円 0 の 接線， 点 P 
を 接点と いう。 この ことを 利用して， 円 

x 2 + y 2 = r 2 

の 上の 任意の 点 PU〇, y〇) における 接線の 
方程式を 求めて みよう。 

ズ 〇 キ 0，y〇 キ 0 のとき， 直線 OP の 傾きは 
ルで あるから， 接線の 傾きは 一 处 である。 

したがって， 接線の 方程式は 
y - y 〇 = - - x 〇) 

すなわち ズ 0 ズ + y〇：y = x〇 2 + ：y〇 2 

点 P は 円の 上に あるから 

x 〇 2 + y 〇 2 = r 2 

ゆえに ズ 〇 ズ + y〇y = r 2 

ズ 〇 = 0 または y〇 = 0 のとき も， この 方程式は 接線を 表して いる。 

—— —— 了 _ ! 円の 接線 鬥 

円ズ 2 + ゾ = パの 上の 点 （ズ。 ， 外） における 接線の 方程式は 

x 〇 x + y 〇 y = r 2 

[MO 円ズ 2 + ゲ=25 の 上の 点 P (-3, 4), Q (-5, 0), R(0, 5) 
における 接線の 方程式は， それぞれ 

一 3 ズ + 4：y = 25， ぶ = 一 5， y = 5 
M 3 円ズ 2 + ゾ= 5 の 上の 点 （1, 2)， および 点 （一 1， 一 2) における 
接線の 方程式を 求めよ。 
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3 ■円と 直線の 共有 点 

円と 直線との 共有 点の 座標は， それらを 表す 方程式を 連立 させた と 
きの 実数 解と して 得られる。 

MHS ) 円 ズ 2 + タ 2 = 25 と 直線 ： V = —ズ + 1 の 共有 点の 座標を 


求めよ。 


柬 円 ズ 2 + y 2 = 25 ① 



と 直線 タ = 一 ズ+1 ② 


へ 

とが 共有 点を もつ とき， その 座標 

ihi 

く \ > _ 

は① ，②を 連立 させた ときの 実 

十 30 i 

ノ" 

数 解と して 得られる。 

V - 3 


②を① へ 代入して 整理す ると 


タ = 一 ズ+ 1 


x 2 - x - \2 = O t (x + 3 )(x - 4) = 0 
よって x = — 3 または ズ=4 

これらを ②へ 代入して 


ズ= 一 3 のとき y = 4, ズ=4 のとき y = — 3 
ゆえに， 求める 共有 点の 座標は （一 3, 4), (4, 一 3) である 0 
[ M 9 》 円 ズ 2 + y 2 = 16 と 次の 直線との 共有 点の 座標を 求めよ。 

(1 ) y - y x ~ 2 ⑵ ン=-ズ + 2 

EEM > 円ズ 2 + ゾ = 9 と 直線 ： y = wx + 5 が 共有 点を ただ 1 つ 
もつ とき， w の 値を 求めよ。 
su > 共有 点の ズ 座標は， 連立方程式 

x 2 + y 2 = 9 
y = mx + ^ 

から 3/ を 消去した 次の 2 次 方程式 

(m 2 + l)x 2 + lOmx + 16 = 0 



4 節 円と 直線 

の 実数 解と して 得られる。 

この 2 次 方程式の 判別式を/) と 
すれば， 共有 点が ただ 1 つで ある 必 
要 十分条件は，/ ) = 0 になる ことで 
ある。 したがって 

^ = 25 m 2 - 16 ( m 2 + 1) = 0 
4 

すなわち 9 m 2 — 16 = 0 

ゆえに m = ± 十 

上の 例題で， 円と 直線が 2 点で 交わる のは w <- 子， m 〉 f の 

ときで， 共有 点を もたない のは 一*! •く ■のとき である。 

「問 10 » 円ズ 2 + y 2 = 4 と 直線 ： y = 备ズ + 6 の 共有 点の 個数は， 6 の 値 
によって どう 変わる かを 調べよ。 



< 練習問題 > 


1. 次の 方程式が 円を 表す ことを 示し， 円の 中心と 半径を 求めよ。 

(1) ズ 2 + y 2 - 3 ズ + 5：v - + = 0 

(2) x 2 ^ y 2 + 2x - 6y = 0 

2. 3 点 P (— 1, 3), Q (3, 1 ), R (2, 4) を 通る 円の 方程式を 求めよ。 

3. 円ズ 2 + ゾ = 9 の 上の， 次の それぞれの 点に おける 接線の 方程式を 求 
めよ。 

(1) (-3,0) (2) (1, -2/ T ) (3) ( - - ^-) 

4 •円ズ 2 +タ 2 = 8 の 上の 点 P における 接線が， 点 （0,4) を 通る という。 
接点 P の 座標を 求めよ。 

5. 点 （5, — 15) から， 円ズ 2 + y 2 = 25 に ひいた 2 本の 接線の 方程式を 
求めよ。 
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[[5 節 I 軌跡の 方程式 


座標 平面 上に おいて， 円は 定点 C から 一定の 距離 r にある 点 P の 
集合で， これは 

{ P|CP = r } 

とも 書かれる。 また， 線分 AB の 垂直 二等分 
線は， 2 定点 A , B から 等しい 距離に ある 点 P 
の 集合で， これは 

{ P | AP = BP } 

である。 このように， 与えられた 条件を 満たしながら 移動す る 点の え 
がく 図形を， その 条件を 満たす 点の 軌跡と いう。 

! 問 1 》 次の それぞれの 条件を 満たす 点の 軌跡は どんな 図形を えがく か。 

(1) 直線/からの 距離が， 一定の 値ゴ である 点 

(2) A , B を 2 定点と するとき， ZAPB = 9 (T となる 点 P 

(3) 2 定点 八， B を 通る 円の 中心 

(4) 点 0 で 交わる 2 直線から 等しい 距離に ある 点 

座標 平面 上で， 与えられた 条件を 満たす 点 PU , y ) の 軌跡を，; c,：y 
の 方程式で 表す ことを 考えて みよう。 

MM ) 点 A (0, 1), B ( l , 0) から 等しい 距離に ある 点 PU , y ) の 
軌跡を 求めよ。 

I 解 〉〉 PA = PB であるから 

A 2 + (y-l ) 2 =y( x -l ) 2 + y 2 



両 辺を 平方して 整理す ると 




5 節 

軌跡の 方程式 _ 

したがって， 条件を 満たす 点 

y 

尸グ 

v(x ^y 

PU, タ） はこの 方程式を 満たす。 


逆に， 方程式: V = ズ の 表す 直 

A(0, 1) 

<C/7 

線 上に 任意の 点 P を とれば， つ 

L 

X/ 

ねに PA = PB が 成り立つ。 



ゆえに， 求める 点 P の 軌跡 

r 


は， 直線： V = ズ である 0 ， 




一般に， 座標 平面 上で， 与えられた 条件を 満たす 点 P (ズ， の 軌跡 
を 求める には， 次の 手順を とる。 

(1) 点 PU , y ) が， 与えられた 条件を 満たす として ズ ，ツ の 関係を 
方程式に 表し， その 図形を 求める。 

(2) 図形 上の 点が， 与えられた 条件を 満たす ことを 確かめる。 

これらの うち， （1) の 求め 方から （2) は 明らかで ある ことが 多い。 この 
ような 場合には， （2) は 省略しても よい。 

丨問 2 》 座標 平面 上に 2 点 A (— 1,0 )， B (1，0) が ある。 点 PU ，： V) が 
AP 2 + BP 2 = 10 を 満たす とき， 点 P の 軌跡を 求めよ。 

点 A (6, 0) と 円; c 2 + y 2 = 4 の 上の 任意の 点 Q とを 結ぶ 線分 
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Q は 円の 上に あるから 

xi 2 + y , 2 = 4 ③ 

① ，② から 心 = 2ズ 一 6, yi = 2 y 

これらを ③に 代入して 

(2 ズー 6) 2 + (2 y ) 2 = 4 
すなわち （ズー 3) 2 + y 2 = 1 

ゆえに， 点 P の 軌跡は 中心 （3,0), 半径 1 の 円で ある。 

[商 〇 点 A (— 1, 3) と 直線 y = ズの 上の 点を 結ぶ 線分の 中点 P の軌 
跡を 求めよ。 

I 問 4 » 2 点を A (— 1, 0)， B ( l , 0) とする。 点 PU , y ) が 

AP 2 - BP 2 = 10 

を 満たす とき， 点 P の 軌跡を 求めよ。 


ぐ 練習問題; > 


1 •点 A (4, 7) と 直線 ： y = — 2ズ + 3 の 上の 任意の 点 Q とを 結ぶ 線分 
AQ の 上に あって， AQ を 1:2 に 内分す る 点 P の 軌跡を 求めよ。 

2 •点 A (0, 8) と円ズ 2 + ゾ = 4 の 上の 任意の 点 Q とを 結ぶ 線分の 中 
点 P ( x , タ） の 軌跡を 求めよ。 

3. 2 点 A (- 1, 0), B ( l , 0 U こ 対して， 次の 条件を 満たす 点 PU , y ) の 
軌跡を 求めよ。 

(1) PA = /2" PB 

(2) 2 AP 2 — BP 2 = 8 
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I 6 節〗 不等式の 表す 領域 



ズ と： V についての 方程式 

y = 2x -3 

を 満たす 点 U , y ) の 集合は， 右の 図の 
直線/である。 以下では， 不等式 

y >2x -3 ① 

を 満たす 点 U , ; y ) の 集合を 考える 0 
座標 平面 上に 点 P (心， 力） をと る 0 
点 P を 通り ズ 軸に 垂線を ひいて， 直線/との 交点を QU !, y 〇) とす 
ると， Q は/上に あるから 

y 〇 = 2xi - 3 

点 P が 直線/の 上側に あれば，： y , 〉 y 〇 であるから 

yi >2^,-3 ② 

すなわち， 直線/の 上側の 点 P は 不等式 ①を 満たす。 

逆に， ②が 成り立てば，： y , > y 。 であるから， 不等式 ①を 満たす 点 
P は 直線/の 上側に ある。 

したがって， ①を 満たす 点 （ズ， y ) の 
集合は， 直線/の 上側の 点の 集合で ある。 

同様にして， 不等式 

y < 2x — 3 

を 満たす 点 U , y ) の 集合は， 直線/の 
下側の 点の 集合で ある。 
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不等式を 満たす 点 U, y) の 集合を， 不等式の 表す 領域と いう。 
一般に， 次の ことが 成り立つ。 



領域を 表す 不等式が〉， くを 用いて 表されて いると きは， 領域の 境 
界を 含まない。 また， 2， S で 表されて いると きは， 境界を 含む。 
1 F ) 不等式 ズー 2 y > 4 の 表す 領域を 図示せ よ。 

SZ5) 与えられた 不等式を 変形して 
y < -iyx - 2 

したがって， 求める 領域は， 直 
線： y = | ズー 2 の 下側の 領域 
で， 右の 図の 斜線の 部分で ある。 

ただし， 境界を 含まない。 

@〇 次の 不等式の 表す 領域を 図示せ よ。 

(1 ) y > 3 ズー 5 (2) y 2 2 ズー 4 

座標 平面 上で， 不等式 ズ を 満たす 
点 U,y) は， 直線 ズ =0 の 右側に ある。 

したがって， 不等式 ズ > a の 表す 領 
域は， 直線 ズ = c の 右側の 領域で， 境界 
を 含まない。 

[ra2 » 次の 不等式の 表す 領域を 図示せ よ。 




(1) ズ + 2タ 一 5 < 0 
(3) ズー 2 S 0 


(2) 2 x + 3 y - 6 2 0 
(4) y + 1 > 0 




6 節 不等式の 表す 領域 仍 


2 『円の 内部と 外部 

不等式 

x 2 + y 2 <4 

の 表す 領域を 考えて みよう。 

座標 平面 上で 任意の 点 P (心， ％) を 
とる と， 原点 0 との 距離の 平方 0P 2 は 
OP 2 = xi 2 + yi 2 
点 P が 円 ズ 2 +ツ 2 = 4 の 内部に あれば， 0P <2 であるから 

xi 2 + yi 2 < 4 

逆に， ズ ，+ A 2 <4 が 成り立てば， 点 P は 円の 内部に ある 0 
したがって， 不等式 

x 2 + y 2 < 4 

の 表す 領域は， 円 ズ 2 +タ 2 = 4 の 内部で， 境界を 含まない。 
同様にして， 不等式 

x 2 + y 2 >4 

の 表す 領域は， 円； c 2 + y 2 = 4 の 外部で， 境界を 含まない。 

一般に， 円が 方程式 

(x ~ a ) 2 + ( y - b ) 2 = r 2 
で 表される とき， 次の ことが いえる。 

■_ : . - —— ■■ ■ — < 円の 内部と 外部 F 

U — び) 2 + (：V - 6) 2 < r 2 の 表す 領域は， 円の 内部 
U — び) 2 + (y _ 6) 2 〉 r 2 の 表す 領域は， 円の 外部 





不等式： c 2 + y 2 — 6ズ + 8 y 2 0 の 表す 領域を 図示せ よ 
与えられた 不等式を 変形す ると v4 „. 


この 不等式を 満たす 点の 集合 
は， 中心 （3, — 4)， 半径 5 である 


(ズー 3) 2 + (y + 4) 2 = 25 
の 外部で， 境界で ある 円周を 含む。 
次の 不等式の 表す 領域を 図示せ よ。 


たとえば， 次の 2 つの 不等式 


を 同時に 満たす 点の 領域を 考えて みよう。 
不等式 ①の 表す 領域は， 直線 


の 上側の 部分で， 境界を 含まない。 
不等式 ②の 表す 領域は， 直線 


の 上側の 部分で， 境界を 含まない。 ^ 

したがって， 与えられた 2 つの 不等式を 同時に 満たす 点の 領域は， 
これら 2 つの 領域の 共通 部分と して 表せる。 上の 図で 斜線の 重なった 
部分が， この 連立 不等式の 表す 領域で ある。 ただし， 境界は 含まない。 
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問 4 >) 次の 不等式を 同時に 満たす 点 U , ン） の 領域を 図示せ よ。 

x + y < 0 2 x - y > - 3 

( 1 ) ( 2 ) 

[- 2 x + 3 y > - 6 3 x + y <3 

次の 不等式を 同時に 満たす 点 u , タ） の 領域を 図示せ よ。 


x — y — \ ^ 0 
x 2 + y 2 - 4^0 

不等式 ズー: V — 1 S 0 の 表す 領域は， 直線 



の 上側の 部分で， 境界を 含む。 

不等式 ズ 2 + ゾ 一 4 S 0 の 表 
す 領域は， 円 

x 2 + y 2 = 4 
の 内部で， 境界を 含む。 

したがって， 求める 領域は， こ 
れら 2 つの 領域の 共通 部分で， 上の 図の 斜線 部分で ある。 ただ 
し， 境界を 含む。 

两 5 》 次の 連立 不等式の 表す 領域を 図示せ よ。 



⑴ 


y < x - 1 f ズ $ 3 

( 2 ) 

x 2 + y 2 > 4 [ x 2 + y 2 - 2 x + 4 y ^ U 

不等式 U + y ) (ズー : V + 2) <0 の 表す 領域を 図示せ よ 0 
与えられた 不等式は 


x + y <0 
x - y + 2> 0 

と 同値で ある。 連立 不等式 


x + y > 0 
x - y + 2< 


または 


x + y > 0 
x - y + 2< 0 
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の 表す 領域は， 直線 I + ：y = 0 の 
上側の 部分と， 直線 
a -- y + 2 = 0 の 上側の 部分の 
共通 部分で ある。 次に 連立 不等式 

x + 夕 <0 

. x - y + 2>0 
の 表す 領域は， 直線 ； r + y = 0 の 下側の 部分と， 直線 
ズー y + 2 = 0 の 下側の 部分の 共通 部分で ある。 したがって， 
求める 領域は， この 2 つの 領域の 和 集合で， 図の 斜線の 部分で 
ある。 ただし， 境界は 含まない。 

W 〇 次の 不等式の 表す 領域を 図示せ よ。 

(1) ( 2 x + y)(x - y ^ 3 )>{) 

(2) (,v + y + l )(3 .v + - 3) ^ 0 

4 1 領域と 最大値 •最小値 

点 PU ,： v ) がいくつ かの 不等式で 表される 領域の 中を 動く とき ，； c 
と： v についての 1 次式の 最大値と 最小値に ついて 調べて みよう。 

次の 不等式 

ズ 2 0 ， y 2 0， 2 x + y ^ 6 , x + 2 y ^6 
を 同時に 満たす 点の 領域/) を 図示せ よ。 また， 点 PU ，： V ) が 
領域/; の 中を 動く とき ， i + y の 最大値と 最小値を 求めよ。 
解》 領域 D は， 右の 図の 斜線の 部分， 

すなわち 四角形 OPQR の 内部で， 

境界で ある 四角形の 周を 含む。 

ズ + _>’ ニ々 
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とおくと，々 はこの 直線と： V 軸との 交点の y 座標を 表し，々 の 値 
が 変わる と， 直線は 平行 移動す る。 直線が 領域/) と 共有 点を も 
てば， その 点で 1 次式は 値々 をと る。 

したがって， この 直線が 領域 D と 共有 点を もつ とき，々 が最 
大 となる のは 点 Q (2,2) を 通る ときで ある。 そのと き，々 の 値は 
4 となる。 また，々 の 値が 最小と なる のは 原点 0(0,0) を 通る と 
きで， このと き，々 の 値は 0 となる。 

ゆえに， ズ+タ は， A ： = 2 ,：y = 2 のとき 最大値 4 をと り， 
x =0 ，：y = 0 のとき 最小値 0 をと る。 

M 〇 ズ， y が 不等式 

x - 2y + 2 ^ 0 t 2x + y - \ ^ 0 t y ^0 
を 同時に 満たす とき ，： c + y の 最大値と 最小値を 求めよ。 


《練習問題》 


I . 次の 不等式の 表す 領域を 図示せ よ。 


( 1 ) 2x - y + I >0 

( 2 ) x 2 + y 2 - 4x + 2y ^ 1 

( 3 ) (x + y)(x - y) > 0 

2 •次の 連立 不等式の 表す 領域を 図示せ よ。 

y ^ x + 1 
x 2 + y 2 ^9 


⑴ 


2x -h y < 

y < 
3. 連立 不等式 


x^O 

x - 3y + 2^ 〇 
x + y - 2 ^ 0 

を 同時に 満たす at , y について ， 2ズ + ： y の 最大値と 最小値を 求めよ。 
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発展 | 点と 直線の 距離 — 一 

点と 直線の 距離の 求め 方に ついては 
3 節で 学んだ が， ここでは その 公式を \ ?(x v〇) 

求めて みよう。 \ z 

点 PU 〇, y 〇 ) から 直線 

ax by ^ c = 0 ① 

に 垂線を ひき， 直線との 交点を 1 \ 

H (ズ し yj とする 。な# 0, ゐキ 0 のとき， 

直線 ①の 傾きは 一号で あるから， 垂線 PH の 傾きは 上で ある。 


、 H ( ん 


ょって 九 ニ 也 

また， HU ,, %) は 直線 ①の 上に あるから 
ax\ + by\ + c = 0 

こで， = 々とおくと 


こオ I と② より 
したがって 


Xi = x〇 + ak t yi = y 〇 -f btz 
a (x〇 + ak) + b (y〇 + bk) c = 


したがって 々 = 一 

2 点 PU 〇, y 〇>, HU 丨 ， y 丨） 間の 距離を 求める と 

PH = /( a ： i - x〇) 2 + (yi — y〇) 2 = / (ak) 2 + (bk) 2 

= v/W u 丨 = 气 点 ^ ぐ - 1 

ゆえに， 点 PU 〇, y 〇) と 直線の： + 知 + c = 0 の 距離は 

レ ズ。 + 产 。 + cl 

となる 。なお， この 公式は ， fl = 0, み 年 0, またはな キ 0, み： 
とき も 成り立つ。 

〇 点 （1, 2) と， 次の それぞれの 直線との 距離を 求めて みよ。 
(1) 4 ズ + 3 y + 5 = 0 (2) y = 2x — 5 
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第 6 章の 問題 
A 


1. 平面 上の 2 点を A (_ 2, 3)， B ( l , 4) とする。 

(1> 2 点 間の 距離 AB を 求めよ。 

(2) 線分 AB の 中点の 座標を 求めよ。 

(3) 線分 八 B を 2:1 に 内分す る 点の 座標を 求めよ。 

(4) 線分 AB を 3:5 に 外分す る 点の 座標を 求めよ。 


2. 座標 平面 上に 長方形 OABC を 右の 図の タ ; 

P 

ようにと る。 任意の 1 点 P をと ると き ，、 


し 

PO 2 + PB 2 = PA 2 + PC 2 



が 成 0 立つ ことを 証明せ よ。 

/ \ 



A ズ 


3. 点 A の 座標を （5, — 7), 直線/の 方程式を 2 x + 3 y + 6 = 0 とする 
とき， 次の 条件を 満たす 方程式を 求めよ。 

(1> 点 A を 通り，/ に 平行な 直線 （2) 点 A を 通り，/ に 垂直な 直線 

4. 3 点 A (— 2, 一 3)， B (2, 5)， CU + 1， 5 — 2) が 同一 直線 上に ある 
ように， 定数 0 の 値を 定めよ。 

5 •次の 3 つの 直線が 1 点で 交わる とき， c の 値を 求めよ。 

2ズ + 3y + 4 = 0, 3ズ 一 2夕 + c — 4 = 0， 5ズ + 7y — 3 泛 = 0 

6. 点 （3, — 2) を 中心として， 次の 条件を 満たす 円の 方程式を 求めよ。 

(1) 原点を 通る。 （2) (— 1, 一 1) を 通る。 

⑶ ズ 軸に 接する 0 ⑷ y 軸に 接する。 

7. 2 点 A (1, 5), B (— 4, 2) を 結ぶ 線分に ついて， その 垂直 二等分線の 
方程式を 求めよ。 

8. 点 A (0, 3) と 直線 ： y = ズ の 上の 点 Q ( Xl , yi ) を 結ぶ 線分 上で ， aq 
を 2:3 に 内分す る 点 P の 軌跡を 求めよ。 また， AQ を 1:2 に 外分す る 点 
R の 軌跡を 求めよ。 
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9. 2 点 A (— 1, 2), B ( l , — 3) が 与えられ ている とき， 

2 AP 2 — BP 2 = 1 
を 満たす 点 P の 軌跡を 求めよ。 

1(> 次の 連立 不等式の 表す 領域を 図示せ よ。 

y >Zx + 1 

ズ 2 十 ゲー 4 ズー 6 y 一 3 く 0 


圍 

1 •正三角形 ABC について， 頂点の 座標を A (— 1, 一 2)， 13(3, 0) とす 
ると き， 残りの 頂点 C の 座標を 求めよ。 

2. 直線/の 方程式を ： y = 2ズ 一 1 とする。/ に関して 点 A (— 1, 5> と 対 
称な 点の 座標を 求めよ。 

3. ズとタについての方程式ズ 2 +ゾ+ 7ズ+々=0が点（ー2,3)を通る 
円を 表すと き，々 の 値を 求めよ。 また， その 円の 中心の 座標と 半径を 求め 
よ。 

4. 円 ズ 2 +ゾ= 5 の 上の 点 P における 接線が 点 （3, — 1) を 通る とき， 接 
点 P の 座標を 求めよ。 

5. 円ズ 2 + ゾ 一む + 3 = 0 と 直線 ： y = + 1 との 共有 点の 個数は， 

w の 値に よって どのように 変わる か 0 

6. 2 点 八 （一 4, 0), 13(1, 0) について， AP : BP = 2: 1 となる ような 点 
P の 軌跡を 求めよ。 

7. 次の 不等式の 表す 領域を 図示せ よ。 

(x + 2 y - 3 )( x 2 + y 2 - 4) S 0 

8 •点 PU , ： y ) が 不等式 

ズ 2 0， y 2 0， 3ズ + ：y S 7， ズ + 3 y S 7 
を 同時に 満たす とき， ズ + y の 最大値と 最小値を 求めよ。 



1 節 •銳 角の E 角 比 
2 節 •三角比の 相互 関イ系 

3 節 •三角比の 拡張 
4 節 •正弦 定理と 余弦 定理 


々代の 数学は 実用的 かつ 技術的な ものが 中 
心であった。 この 欲で 守: ぶ 三角比は 古くから 
研究 さ I し エジプト における ピラミッド など 
の 土木工事に はじまって， 天体 測 や 航海術 
などに 広く 用いられた。 紀元後 2 世紀の ブト 
レ マイ オス は？^ f r アルマ ゲスト j において， 
弦の 衣を 0 •え， 10 丨丨丨 .•紀 の アラビアの 数学者は 
実 出に 便利な 三角比の 衣を 作リ ，三角法の 実 
⑴ 化に 献 した。 

そして， 三角比の 概念は， 唑標や 関数の 概 
念と も 結びついて 都: 化されて 発展し， 科 •学 
技術の 進歩に も 大きく 献 した。 

したがって， この 章の 内容は， 古くから あ 
る ものであるが， 現在の 社会生活の 中で 広く 
応用され ている もので も ある。 
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¢1 節]] 鋭角の 三角比 


TT 正弦， 余弦， 正接 



B 


C 



1 つの 角が 30° で， 大きさの 異なる 相 
似な 三角定規が ある。 3 つの 辺の 比は， 

右の 図に 与えられ ている。 したがって， 

△ ABC について 

BC 丄 AC /y BC 1 
AB - 2 ’ AB _ 2 ’ AC _ 7T 

であり， AAKC ' についても 

b c / .丄 んじ _ /y b c 1 
A'B， _ 2 ， A'B 一 2 ， An 

が 成り立つ。 これらの 辺の* t 匕の 値は， △ ABC や △ A'B'C' が 大きくて 
も 小さくても， 変わらない。 

右の 図の ように， 鋭角 ZXAY = z A 
が 与えられた とする。 半直線 AY 上の 
1 点 B から 半直線 AX に 垂線 BC を 
ひき， 直角三角形 ABC をつ くると， B 
が 半直線 A Y 上の どこに あっても， 

BC AC BC 

AB ’ AB ’ AC 

の 値は それぞれ 一定で ある。 これらの 値は ， Z A の 大きさ 4 だけで 定 
•で 

を Z A の 正弦 または サインと いい， sin 4 で 表す。 また， 



まる。 そ 

BC 


AB 

AC 

AB 


を z A の 余弦 または コサ インと いい， cos 4 で 表す。 そして 
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# を Z A の 正接 または タン ジェン 卜と いい ， tan 4 で 表す。 
これら 正弦， 余弦， 正接を まとめて ， Z A の 三角比と いう。 

問 1 》 前 ページの 三角定規の 図を 用いて， 次の 値を 求めよ。 

(1) sin 30° (2) cos 30° (3) tan 30° 


三角比の まとめ 
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MW ^ b ) 右の 図の 直角三角形 八 BC について， 

AB = 9 ,AC = 7 とする。 このと き， 
z A の 正弦， 余弦， 正接を 求めよ。 

[ H 3 三 平方の 定理に より 

BC = /9 2 - 7 2 = /32 = 4 /2" 

したがって 

sin A = 4 2 - , cos A = y tan A = 

45° と 60° の 正弦， 余弦， 

正接を それぞれ 求めよ。 た 
だし， これらを 求める のに 
右の 図を 用いよ。 

以上の ことから， 30°, 45°, 60° 

の 三角比は， 次のように まとめられる。 


sin 30。 = y ， 

cos 30° = 

/3 
2 ， 

tan 30。 = 

1 

八 

sin 45 = , 

cos 45° = 

1 

/ T , 

tan 45° = 

1 

sin 60° = — , 

cos 60° = 

1 

9 » 

tan 60° - 

/y 





2 1 三角 比の 値 

鋭角の 三角比の 値は， 巻末の 三角比の 表に 示されて いる。 

10 20° の 三角比の 値は， 三角比の 表から 次のようになる。 

sin 20° = 0.3420 , cos 20° = 0.9397 , tan 20° = 0.3640 

上の まとめの ように， tan 60° = / T である。 / T は 無理数で 

/T = 1.7320508 …… 



である。 三角比の 表に よれば 
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tan 60。 = 1.7321 

と あり， 数 表では 小数 第 5 位を 四捨五入した 近似値が 示されて いる。 近 
似 値は 記号 与を 用いて 表すが， 数 表の 値の 場合には， 等号を 用いる。 
H 三角比の 表から， 次の 値を いえ。 

(1 ) sin 21° (2) cos 69° (3) tan 84° 

[例 tan パ =0.6 となる 角/! を 求める には， 数 表で 正接の 値が 
0.6 にいち ばん 近い 値 0.6009 を 見っけて， 角を 読み/ 1=3 ドと 
する。 

[ W 5 >> 三角比の 表から， 次の 等式を 満たす 角を 求めよ。 

(1 ) sin A = 0.2924 (2) cos A = 0.39 (3) tan A = 1.6 

MM ) 校庭の 杉の 木の 根元から 
30 m 離れた 地点で， 木の 先 
端を 見上げた 角が 図の よう 
に 17° あった。 杉の 木の 高 
さを 求めよ。 ただし， 目の 高さは 1.6 m とする。 

MU ) 目の 高さから 上の 杉の 木の 高さを ズ m とすると 

亲 = tan 17。 = 0.3057 

よって x = 30 X 0.3057 = 9.171 

9.171 + 1.6 = 10.771 ^ 10.8 
ゆえに 木の 高さは 約 10.8 m 

_ » 三角比の 表を 用い 

て， 右の それぞれの 直 24 

角 三角形に ついて， 辺 
の 長さ ズ， y を 求めよ。 
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¢2 節]] 三角比の 相互関係 


1 1 正弦， 余弦， 正接の 関係 



次の 図の ような 直角三角形 ABC を 用いて， 

正弦， 余弦， 正接の 関 

係を 調べて みよう。 


B 

<2 = c sin A t b = c cos A 



である。 したがって 

X 

a 

a a c sin A sin A 



- b CCOS^l COS パ A 

b 

C 


7F 從 .全 技. 7F 培の 閉俅 r-. 

tan ^ = sin ^ 


fanj ) 直角三角形 ABC について ， Z A が 30°, 45°, 60° のとき， 上の 公 
式を 確かめよ。 

上の 図の 直角三角形 ABC について， 三 平方の 定理より， 

a 2 + b 2 = c 2 

である。 両 辺を c 2 で 割る と 

すなわち （sin 4) 2 + (cos Z) 2 = 1 

(sin 4 ) 2 , （cos バ ) 2 などを， ふつう sin 2 ん cos 2 4 と 書く。 
したがって， 次の 公式が 得られる。 


■ニニ... I 三角比の 2 乗の 和の 公式 q 

sin 2 A + cos 2 ^4 = 1 
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逆2 公 次の 等式が 成り立つ ことを 示せ。 


1 + tan 2 A = 


cos 2 A 


gBF ) 直角三角形 ABC について， cos 4 = 音 •のとき， sin Z と 
tan /l を 求めよ。 

m 三角比の 2 乗の 和の 公式に より 

sinM + (}) 2 = l 


sin 2 A = 


9 16 

25 一 25 


両 辺の 正の 平方根を とり sin 4 = y 

ta “ = 繫 でぁるか $ 

tan A = J ^ J = J 

[ M 3~ D 直角三角形 ABC について， sin バ = " II のとき ， cos 4 と tan /I 
を 求めよ。 


U 90° — ^! の 三角比 


右の 図の 直角三角形 ABC について 


sin A = 
sin 5 = 


a 

c 

b _ 

c 


cos A 


b _ 

c 


COSB = f 


である。 したがって 

sin A = cos B t cos A = sin B 
が 成り立つ。 ここで 



B 


C 


4 + 万 = 90° すなわち 5 = 90。 一 4 
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であるから， 次の 関係 式が 得られる。 

1 ... q 9(T — ^ 4 の 三角比 f = 

cos (90° - ^ 1) = sin 4 
sin (90° — A ) = cos A 


SO tan パ = un ⑶ e 1 。 " ニ " が 成り立つ ことを 示せ 0 

^1~)) sin 75° = cos (90。 一 75°) = cos 15° 
cos 75。 = sin (90。 一 75。） = sin 15° 

tan 75 = tan (90° ^ W ) = tan 15° 

商 次の 三角比を， 45° より 小さい 角の 三角比で 表せ。 

(1 ) sin 67° (2) cos 78° (3) tan 56° 


; 練習 哼題 > 

1 •直角三角形 ABC で， cos4=~| のとき， 次の 値を 求めよ。 
(1 ) sin A (2) tan A (3) tan (90° - A) 

2. 右の 図を 利用して， 15° お 
よび 75° の 正弦， 余弦， 正接 
の それぞれの 値を 求めよ。 

3. A + B = 90°, A > 0\ . 

>( T のとき， 次の 式が 成り立つ ことを 示せ。 

(1 ) tan A tan B = 1 (2) sin バ + sin 〉 1 
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13 節]] 三角比の 拡張 

1 ■ 0° か ら 180° まで の 角の 三角 It 

いままで 鋭角の 三角比に ついて 学んで きた。 ここでは， 座標の 考え 
を 用いて， 0° から 180° までの 角の 三角比を 考えて みよう。 

原点 0 を 中心として 半径 ダの 
半円を かき， 右の 図の ように 鋭角 
沒を とる。 次に， 半円 上に 
ZXOP = 沒 である 点 P をと り， 

その 座標を U , y ) とする。 P から 
ズ 軸へ 垂線 PQ を ひくと 

sin^ = ^ cos^ = ^ = f , t-anO = ^ ^ 

したがって， 三角比の 値は， 半円の 半径 r と 点 P の 座標 （ズ，タ） に 
よって 表される。 

次に， 沒が 0° S S 180° の 場 
合， 右の 図の ように， 

z XOP = 6 

である 点 PU ， ン） をと る 0 この 
とき， 6 の 正弦， 余弦， 正接を 

sin ^ = y , cos ^ , 

で 定義す る。 

とくに， 沒 = 0°, 90°, 180。 の 三角比に ついては， P の 座標は それ ぞ 
れ （ r , 0), (0, ，)，（ 一 r , 〇) となる ので， 次のようになる。 





三角比 


： ■ 0。，90。，180 〇 の 三角比 

sin 0° = 0 cos 0° = 1 tan 0° = 0 

sin 90° = 1 cos 90。 = 0 
sin 180° = 0 cos 180° = - 1 tan 180° = 0 


("注意 〉 tan 90° は ， tan 0 f の ズ が 0 となる ので， 定義され ない。 
[ W 1 1 ) 沒 = 0°, 90°, 180° の 三角比が， 上の ようになる ことを 確かめよ。 

MM ) 15〇° の 正弦， 余弦， 正接の 値を 求めよ。 

» 右の 図の ように ， r = 2 
の 半円を かき， 沒 = 150° で 
ある 点 P をと ると， P の 座 
標は （一/ y , 1) となる。 

よって 

sin 150。 = 今 ， cos 150° = - ^ , tan 150。 = ー-^ 

BO 例題 1 に ならって， 120 e の 正弦， 余弦， 正接の 値を 求めよ。 
g 〇 r = の 半円を かき， 135° の 正弦， 余弦， 正接の 値を 求めよ。 

右の 図の ように， 原点 0 を 中心 
として 半径 1 の 半円を かき， 半円 
上に Z XOP = 沒 となる 点 
PU , ツ） をと ると ， r = 1 である 
から， 没の 三角比は ズ，ツ のみに よ 
って 表される。 

この場合， 0°$ 沒 S 180° となる 没に ついて， 三角比は 
sin 0 = y t cos 6 = x , tan 0 = — 





3 節 三角比の 拡張 


問 4 » 次の 表の 空憫を 埋めて， 表を 完成せ よ。 


0 

0 。 

30 。 

45 。 

60 。 

90 。 

120 。 

135 。 

150 。 

180 。 

sin 0 










cos 0 










tan 0 











180° — 0 の 三角比 

右の 図の ように， 原点 0 を 中心に 
半径 1 の 半円を かき， ZX0P = 沒 
となる 点 P (ズ ，タ） をと る 0 
次に，： y 軸に 関して P と 対称な 点 
P ' をと ると 

z XO^ = 180° - 6 

であり， P' (—ズ ，タ） となる 0 
よって 

sin 0 = y t cos 6 = x , 

tan 汐 = 」• 
x 


P'(-x.y)^ 

y 

l 


， 


/h 

\ 


1 ! 


! \x 

一 i ーズ 

〇 

ズ 1 A ： 


y t 


P (ズ ，タ^^ 

卜:^)， (u) 

1 

7^180-!^ lx 

一 1 ズ 0 

-X 1 X 


sin (180。 一の =y, cos (180。 一の = 一 ズ ， tan (180。- の = 一 + 

したがって， 次の 関係 式が 得られる。 


■ — 1 .=3 180 n — 没の 三角比 q 

sin (180° — の = sin 0 
cos (180° — 0) = — cos 汐 
tan (180° — 0 ) = - tan 6 


例 1 》 cos 120。 = cos (180。 一 60。） = - cos 60。 = — 士 
cos 150° = cos (180° - 30°) = — cos 30° = - 


問 5 〉> 例 1 になら つて， cos 135° と tan 150° の 値を 求めよ 0 
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sin 6 = - y = 


である 汐 を， 0° S S 180° の 範囲で 求めよ。 


解 》 右の 図の ように 半円を と 
ると ， sin 0 •は， 2 点 

P , P ' の： V 座標を 示す。 し 
たがって 

Z XOP = 45°, 

ZXOF = 135° 



ゆえに 沒 = 45°, 135° 

[WD sin 沒 は， 没が 鋭角のと き 45° である。 また， 鈍角のと 
きは， sin 沒 = sin (180° — 45°) であるから， ジは 135° である。 


i 問 6 》 次の 等式を 満たす 没を， 〇°$ 沒 $ 180° の 範囲で 求めよ。 
(1 ) sin ^ = y (2) cos 6 = — (3) tan 0 = — 1 


2 1 0° 彡沒刍 180° のとき の 三角比の 相互関係 


関係 式 

tan 6 = ^ , sin 2 6 + cos 2 6 = 1 

cos u 


は， 次のように， 0° S S 180° の 
ときに も 成り立つ ことが わかる。 

右の 図の ように 半円を とる と， 
0° S S 180° において 

sin 0 = y t cos 0 = x f 





となる。 また， 点 P が 半円 上の どこに あっても X 2 +タ 2 =1 である 
から 
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sin 2 6 + cos 2 6 = y 2 + x 2 = 


が 成り立つ c 


[§〇> 0。$ 沒 $180。 のとき ， l + tan 2 0 = ^ r ^ が 成り立つ ことを 


確かめよ。 


Elk ^>) tan 0=— 3 のとき， sin 沒と cos 汐の 値を 求めよ 。ただし， 


0° S S 180° とする。 

tan 没 <0 であるから， ジは 鈍角で ある 0 


cos 2 6 


よって 


= 1 + tan 2 0 = 10 


cos 2 6 


/ 火、 も、、 r d し 匕 ん 


クが 鈍角のと き ， cos 0 < 0 であるか 今 


ネ 多 1 、 


cos 6 


? 欠に， tan0 = Sl より 


7io 


sin 6 = tan 0 cos ^ = — 3 x i - 


l 6 •、ト 7% 
1 V \- 3 心 

/W 7 ' yj 1U 


j 問 8 》 cos 汐 = — ^ •のとき， sin 汐と tan 汐の 値を 求めよ。 ただし， 
0° S 没‘ 180° とする。 


練習問題 


次の 計算を せよ。 

⑴ cos 125。 + cos 55。 

(2) sin 125° sin 55° — cos 55° cos 125。 

0。$ 沒 5180° として， 次の 問に 答えよ。 

(1) tan 沒 =— 2 のとき， sin 沒と cos 汐の 値を 求めよ 0 

(2) cos 6 = — | ■のとき， sin 汐と tan 汐の 値を 求めよ 0 






が 成り立つ ことを 証明して みよう。 


4 節 正弦 定理と 余弦 定理 


⑴ Z A が 鋭角のと き 

右の 図の ように， A ' B が △ ABC の 
外接円の 直径と なる ように A ' をと る。 
z A ' CB は 直角と なる ので， 

BC = A B sin A 
である。 / I = ル より 

a = 2 R sin A すなわち 



( ii ) ZA が 直角のと き 
sin 90° = 1 であるから 
^ = 2/? • 1 = 2/? sin 90° 
= 2 R sin A 


したがって 


a 

sin A 


= 2 R 


( iii ) ZA が 鈍角のと き 


A 



右の 図の ように， CA ' が △ ABC の 
外接円の 直径と なる ように A ' をと る。 
z A ' BC は 直角と なる ので， 

BC = A’C sin 
である。 また 

sin A = sin (180° — A ) = sin A 



を 用いて 


び =2 斤 sinZ t な的士 = 2/? 


以上の ことは ， z B , z C についても 同様にして 証明され る。 
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EME 、 △ ABC について， び =/^"， 方 = 45°， C = 75° のとき， 6 お 
よび △ ABC の 外接円の 半径/? を 求めよ。 



丨問 1 》△ ABC について， 次の 条件を 満たす それぞれの 値を 求めよ。 

(1) 沒 = 8, /i = 2(T, C = 40° である 外接円の 半径 A> の 値 

(2) 々ニ 6/3, c = 12, パ = 60。 である K と C の 値 
[W〇 △ ABC について， 等式 

sin 2 A + sin 2 B = sin 2 C 
が 成り立つ とき， △ ABC は どんな 形の 三角形 か。 

MM ) △ ABC で，/ 1 = 30。，5 = 120。 のとき， な： を 求めよ 0 
解》 C = 180。 一 （30。 + 12 0。） = 30。 

よつ て a = c 


正弦 定理より 
したがって 


a 

sinW ' 
a = 2 R x ^- 9 


= 2 R 

sin 120° び 

b = 2 R x ^- 


ゅぇに = 

巧 AABC で， 4=90°，5 = 60° のとき， な： み： c を 求めよ。 
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2 ■余 駿理 

△ ABC について， z B を 鋭角と する。 頂点 A から 辺 BC または そ 

の 延長 上に 垂線 AH を ひく。 

(i) z C が 鋭角のと きは， H は BC 上に 
あるので 

び = BH + HC 
= c cos + り cos し 

(ii) z c が 直角のと きは， H は C と 重 
なる が， 上の 式は 成り立つ。 

(iii) ZC が 鈍角のと きは， H は BC の延 
長上に あるので 

び = BH - CH 
= c cos B — b cos (180° — C 
= c cos B + 〇 cos C 

以上の ことから 



a - b cos C + c cos B 

① 

同様にして 

o = c cos A + a cos C 

② 

①に沒 を 掛けて 

c = a cos B + b cos A 

③ 


a" = ab cos C + ca cos B 
同様にして， ② ，③ より 

b 2 = be cos A + ab cos C 
c 2 = ca cos B + be cos A 

これらより， ゲ一ゲ 一 c 2 を 計算して 


A 



A 



a 2 = b 2 + c 2 — 2bc cos A 
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同様にして， 次の ような， 三角形の 辺の 長さと 角の 間の 関係 式すな 
わち 余弦 定理が 得られる。 

■ . ■ニ. 一一: q 余弦 定理 f 

a 2 = 6 2 + c 2 — 26 c cos A 
b 2 = c 2 + a 2 — 2 ca cos B 
c 2 = a 2 + b 2 — 2 ab cos C 


MM ) △ ABC で， z A が 鋭角のと き， 

右の 図の ように 座標を 定めて 
a 2 = b 2 + c 2 - 2 bc cos A 
が 成り立つ ことを 証明せ よ。 

[祖 _》 右の 図より， C の 座標は 
(bcosA, 6sirii4) 

辺 BC の 長さ a は， 2 点 B , C 間の 距離で あるから 
a 2 = {c — b cos A ) 2 + ( A sin -4 ) 2 

= c 2 - 2 bc cos A + b 2 (cos 2 A + sin 2 A ) 
= b 2 + c 2 — 2 bc cos A 

ゆえに び 2 = ゲ + c 2 — 26c cos 



| 問 4 》△ ABC について ， z A が 鈍角のと き， 例題 3 に ならって 


び 2 = ゲ + c 2 — 2 み c、 cos A が 成り立つ ことを 証明せ よ。 


例題 4〉】 


A ABC について ，み = 3, c = 4, 
乂 = 60° のとき， びの 値を 求めよ。 


A 


解 》 余弦 定理より 

な 2 = 3 2 + が — 2 • 3 • 4 c〇s 6〇 。 

= 9 + 16 — 12 = 13 



C 



び〉 0 であるから 
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a - v ^3 

商 5 D a ABC について， 次の 問に 答えよ。 

(1) b = 4 , c = 6, /! =60° のとき， びの 値を 求めよ 0 

(2) a = X 6 = 4, C = 120° のとき， c の 値を 求めよ 0 


余弦 定理 没 2 = ゲ + ゲ 一 26 c cos 4 は， 変形す ると 


cos A 


b 2 + 


2 be 


と 表される。 他の 式 も 同様にして 


cos B 


c 2 + a 2 - b 2 
2 c a 


cos C = 


a 2 + b 2 - c 2 
2 ab 


問 6 ABC の 3 辺が 次の 値で あるとき， z A の 大きさを 求めよ。 

(1) a = /T, b = >/~2 t c = 3 

(2) a = /T t b = 3, c = 2/T 


△ ABC において ， 4 が 0° く 4 < 180。 の 範囲の 値を とる とき， 

cos 4 の 符号と 余弦 定理から， 次の 関係が 成り立つ ことが わかる。 

0° < Z < 90° <=> び 2 < ゲ + c 2 
4 = 90° <=> ポ = ゲ + ゲ 
90° < < 180° <=» a 2 > b 2 + c 2 

W 〇 3 辺の 長さが， び = 13, 6 = 12, c = 5 であるならば 

a 2 = b 2 + c 2 

ゆえに ， a ABC は ， z A を 90° とする 直角三角形 である。 
WT ^) 3 辺の 長さが， それぞれ 次で 与えられる 三角形は ，鋭角 三角形， 直 


角 三角形， 鈍角三角形 のうちの どれになる か 調べよ。 
⑴ 4, 5， 6 (2) 4， 10， 11 
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A ABC について ，等式び cos Z = 6 cos Z ? が 成り立つ と 
き， △ ABC は どんな 形の 三角形 か。 

\m J ) 与えられた 等式の cos 4 と cos 万の それぞれに， 余弦 定理の 
式を 代入す る。 


a x 


b 2 + c 2 — a 2 
2bc 


= b x 


c 2 + a 2 - b 2 
2c a 


これを 整理す ると 

a 2 (b 2 + c 2 - a 2 ) = b 2 ( c 2 + a 2 - b 2 ) 
a A - b A - c 2 {a 2 - b 2 ) = Q 
U 2 —ゲ） U 2 + ゲー c 2 ) = 0 
{a + b){a - b) (a 2 + 6 2 - c 2 ) = 0 
々〉 0,*>0, c>0 であるから 

a = b または a 2 + b 2 = c 2 
ゆえに， △ ABC は，々 = みの 二等辺三角形で あるか， また 
は ， C = 90° の 直角三角形 である。 

丨問 8 》△ ABC について， 次の 等式が 成り立つ とき， △ ABC は それぞれ 
どんな 形の 三角形 か。 

(1) A cos A = ^cos B (2) b cos A - a cos B = c 


互 ["三 角 形の 面 積 — 

右の 図の ように， △ ABC の 頂点 A か 
ら辺 BC に 垂線 AH を ひくと 
AH = 6 sin C 
a ABC の 面積を S とすると 

S = y BC • AH = i ^ sin C 


A 
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また， 辺 BC の 延長 上に 垂線 AH が あ 
ると きは 

AH = 6 sin (180° - C) 

= ゐ sin C 

よって S = BC • AH = j W sin C 
同様にして 

S = + Ac sin S = ca sin B 
したがって， 次の 公式が 得られる。 




[M9 >) 次の △ ABC について， 面積 S を それぞれ 求めよ。 

(1) ゐ = 4 m, c = 5 m, A = 60° 

(2) a = 2>/~2 m, 6 = 3 m, C = 135。 


MM) 大きさ 120° の Z P〇Q の 二等分線を OR とする。 図の ように 
直線/を ひき， OP, OR, OQ 
との 交点を それぞれ A, C, 

B とし， OA = の OC = c, 

OB = 6 とすると 

i = i + i 

が 成り立つ ことを 証明せ よ。 

| 証明 >〉 △ AOB = △ AOC + △ BOC であるから 

-^ab sin 120° = —ac sin 60° + ~^bc sin 60° 
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ここで， sin 120° = sin 60° = 4 

よって ab = ac + be 

没， 6， c は 正で あるから， 両辺 をび か： で 割る と 

1 し1 

c b a 

が 得られる。 


大きさ 60° である ZPOQ の 二等 
分 線を OR とする。 右の 図の ように， 
OA , OB ， OC を それぞれの ケ c と 
するとき， 丄 + 士 •を c で 表せ。 



i 練習問題 i 


1. △ ABC について， 泛 = 6, パ = 6( T , = 45。 のとき， みを 求めよ。 ま 

た， △ ABC の 外接円の 半径を 求めよ。 

2. 次の 条件を 満たす △ ABC は， どんな 形の 三角形 か。 

(1) sin = 2 sin C cos B 

⑵ Ql _ = ° = c 

cos A cos B cos C 

3. △ ABC の 面積を S, 外接円の 半径を/? とするとき， 次の 等式が 成り 
立つ ことを 示せ。 

a 1 2 3 sin B sin C 
2 sin A 


(1) S = 


abc 

~w 




髮 I 1 ロ どの^ 

△ ABC の 3 つの 辺の 長さが， 右の 図 
» ようにび， で 与えられた とき， こ 
> 三角形の 面積 S は 

S = /s (s - a)(s — b)(s — c ) 
v 求める ことができる。 ただし 
s = a + b + c 

v ある。 この 公式を ヘロンの 公式と いう。 
ヘロンの 公式を 証明して みよう。 

△ ABC の 面積 S は 

S = ~2 6 c sin A 

••ある。 ①式の 中の sin をび， ん c で 表せば 


②に 余弦 定理 


を 代入して 計篇 する。 

COS /i 

l+coSi4 


( b 2 + 2 bc + c 2 ) 

- a 2 

2 bc 


( b + c ) 2 - a 2 


2 bc 


_ (b + c + a )( b -^ 

c - a ) 


- 2 b = 





③を 用いて 


1 + cos A = 


2 s (s - a ) 
be 


1 — cos A 


2 (s — c) (s — b ) 
be 


これらを ②に 代入して 


sin 2 A = 


45 (5 - a)(s ~ b)(s ~ c ) 
f?c 2 一 


sin Z > 0 であるから 

• a _ 2/5(5 — a)(s — b)(s ~ c ) 

~ be 

これを ①に 代入す ると 

S = v s (s - a)(s — b)(s — c ) 

すなわち， ヘロンの 公式が 証明され た。 

たとえば， △ ABC について， な =6, 6 = 3, c = 7 のとき 



であるから， △八 BC の 面積 S は 

S = ン 8(8 - 6)(8 - 3)(8 - 7) 

= /8 x 2 x 5 x 1 
= 4 y /~5 

〇 △ ABC について， 沒 = 13， 6 = 14 ， c = 15 のとき ， A ABC 
面積を 求めて みよ。 

〇 △八 BC について， 沒 = 12, み = 5, c = 13 とし， その 面積を 
とする。 

(1) ヘロンの 公式を 用いて， 面積 S を 求めて みよ。 

(2) Z C が 直角で ある ことを 示し ， S = sin C から 面積 S 


求めて みよ。 



第 7 章の 問題 205 


厂第 7 章の 問題 

囡 


1 . ZC = 90° である 直角三角形 ABC について， tan 4 = | のとき， 
sin Z と cos を 求めよ。 

2 •次の 等式を 満たす 没を， 0° S び S 180° の 範囲で 求めよ。 

(1 ) sin 0 = (2) cos 0 = — y ^ ⑶ / 3 tan 0 = — l 

3. 次の 等式を 満たす 没は， 鋭角で あるか 鈍角で あるかを 示し， おのおのに 
ついて， 残りの 三角比を 求めよ。 

(1 ) cos ^ = ⑵ tan 沒 = — 吾 


4. △ ABC の 外接円の 半径を 2 とし， = 2/ T , A = 2/ T であると き， 
z 八 ， z B , z C の 大きさを 求めよ。 

5. 厶八 BC の 外接円の 中心を 0 とし， 半径を 2 とする 。 Z AOB = 120°, 
ZB()C = 150 。， Z CO 八 = 90° であると き， △ ABC の 面積を 求めよ。 

6. △ ABC について， び = / 5 , A = / 2 ， cos C = のとき ， sin / I ， 
sin Z ?, sin C の 値を 求めよ。 


7. Z C = 90°, Z 八 = 30° の 直角 三角 
形 ABC について， 右の 図の ように 
AC 上に D をと り， ZBDC =45。， 
AD = 10 とする。 

(1) BC の 長さを 求めよ。 



(2) 右の 図を 用いて sin 15° を 求めよ。 


«. 右の 図の △ AI 3 C について ， BC = 7, 
AC = 6, AB = 8 とし， 辺 AB の 中点を 
M とする。 

(1) cos を 求めよ。 

(2) CM の 長さを 求めよ。 
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圍 

1. △ ABC について， 次の 等式が 成り立つ ことを 証明せ よ。 

(1) sin ^ = c 〇 s ^ (2) sin (^ + C - /0 = sin 2 A 

2. △ ABC について， Z A め 二等分線が 

BC と 交わる 点を D とするとき 

AB _ BD 
八 C _ DC 

が 成り立つ ことを 証明せ よ。 

3. △ ABC について， 次の それぞれの 等 
式が 成り立つ とき， △ ABC は どんな 形の 三角形 か。 

(1) a cos A -V b cos Ii = c cos C 

(2) ac cos A - be cos B = ( a 2 - b 2 ) cos C 

4. A ABC について， z A = 30°, z B = 135° のとき， 

¢7 = び cos / ゴ + A cos /! が 成り立つ ことを 用いて， 

a : b:c = 2: 2/2 : (/6 - /T ) 

である ことを 示せ。 

5. 半径 2 の 円に 内接す る △ ABC が あ 
り， 3 辺の 比は 

BC : CA : AB = 7 : 5 : 3 

であると いう。 

(1) cos と sin Z を 求めよ 0 

(2) BC の 長さを 求めよ。 

(3) △ ABC の 面積を 求めよ。 
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(証明， グラフ および 表な どは 省略） 

第 1 章の 問題 19、 20 


A 


I. 

⑴ 

6 (2) t 

(3) a - b 

3. 

⑴ 

2 + /y - /3 



(2) 

， 2— + /3 



(3) 

十， T 



⑷ 

2 + /T - /T 


4. 

⑴ 

2/6" (2) 

/6" + 3/y 

4 


⑶ 

- 2/6 (4) 

l(i、 7 
9 

5. 

⑴ 

11 (2) 10 



(3) 

1 (4) 

4/6 

6. 

⑴ 

2/3-3 



⑵ 

2- 孕 


7. 

⑴ 

AO B 



= {x|3 < x ^ 4, 

ズは 実数 } 


⑵ 

B U C 



={ ズ丨 3 < ズ S 10 , ズ は 実数} 

第 2 章 _ 題 


(3) B n c=4> 

(4) A nc 

= { ズ I 4 < ズ < 6 または ； c > 10, 

太は 実数} 


1 •⑴ 正， 負 （2) 負， 正 

2. ズ 22 のとき 2 ズー 3 

1 < ズ < 2 のとき 1 

ズ のとき 一 2 ズ + 3 

3. (1) /1〇 

( 2 ) 8 

(3) -2/15 

4. (1) 32 

(2) /6 - 4 

(3) /5" 

5 • び = 1 •ゲ + 2M + 2 ゲ = 3 
6. (1) 25 (2) 17 (3) 8 

(4) 17 (5) 17 (6) 17 


47， 48 


A 


1. (1) 一 3, 一 4 ズ 

(2) 4-(x 2 + 13y 2 ) 

2 •⑴ 16ゾ + 12タズ 2 
⑵ 8ゲ+ 27 ゲ 
⑶ズ 8 -ゾ 

3. (1 ) ( 没 一 A ) (び 一 c) 

(2) 2mx(x +2)(x -6) 

(3) (2x-l)(x + 2a) 

(4) (3x + 4y)(2x-3y) 

(5) (x - y — 2) (x - y — \ ) 
(6> U + 2 み） U -4 み） U - み） 


4. ⑴® 大公 約数 ズ + 2 

最小 公倍数 

x(x- 2)(x + 2)(x - 5) 
⑵ 最大公約数 a - b 
敁小 公倍数 

(a + b)(a - b)(a + 2b) 
x (a 2 + ab + b 2 ) 

5. ズ 2 + 2 ズー 3 


6 . ( 1 ) 


一 3 (3x + 4) 一 
(x - 2)(x + 3 )(a: + 1) 


⑵ 


3 x + 2 

3 ズー 1 


7. (1) IQ' 1 (2) 3 x l 〇 3 
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両方と も 


び >0, み <0, c *>0 
b 2 - \ac > 0 
r/ < 0, A > 0. c < 0 
b 2 - 4tfc < 0 
«>0. 6>0. c >0 
b 2 — \ac = 0 



(2) k ぃ ^ k 

6. 5 + yr と 5 — /r 


第 4 章の 問題 


2. (1) a = 9. A = 27, r = 27 

(2) 々 U = — 2. r = 3 

4. (1 ) H (2) U ⑶偽 
(反例 > w = 1, ，/ = 4 

5. (1) 卜 分⑵ 必要 十分 （3) 必要 


第 5 章の 問題 


109 . 110 


(4> 必要 


1. (1 ) (I (2) 偽 

(反例 > “ = /2 , み = 一 /Y 
5. (1) ズ キ 1 または y > 4 

<2> ri 然 数// は 素数 



3 

/V 3 
?】 

I 

< 

< 

7 5 

<7 5 

⑴⑵⑴ 

4. 5. 
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第 6 章の 問題 


A 


I- (1) /1 〇 (2) (~y. |) 



3. (1) 2.v -f 3y + 11 - 0 
⑵ 3 ズー 2 y — 29 = 0 

4. - 5 

5. - 3 

6. (1) (.v - 3) 2 + (y + 2) 2 = 13 

(2) (x - 3) 2 + (>• + 2) 2 = 17 

⑶ U — 3> 2 + (y + 2) 2 = 4 

(4) U — 3> 2 + (_y + 2> 2 ニ 9 



a. y = .t + ： . y = x + 6 
<>. U + 3) 2 + <_y-7> 2 59 


第 7 章の 問題 

囚 

1. sin A = 25 , cos /I = || 

2. (1) 60°. 120° (2) 150° (3) 150° 
40 


3. (1) 鈍角 ， sin 0 = 


41- 


tan d = - 


⑵鈍 ft， cos 0 = — ]!， 
si ホ A 

4. パ = 60° ， / ゴ = 45' C = 75° また (こ 
A = 120°, B = 45°, C = 15 e 

5. 3 -f /J 

/2" 


6. sin A = sin B = 


179. UW 


1. (1 + /T, - 1 - 2/J> と 

(1 - /3. - 1 + 2/3 ) 



3. 々 ： i • 中心の 座標 ( 一! •，り 


僻 Ivy 

4. (2. 1). (1. - 2) 

5. m く 一 t のヒき 〇 個 

w = — ^ のとき 1 個 

- 1 < w < 0 のとき 2 fl 句 

w = 0 のとき 1 個 

w > 0 のとき 〇 個 


‘ （ 8V ^ _ 

6. レ - 3) + デ - 9 

8. W 人侦 ^ M 小侦 0 


205. 206 


sin 

C : 

/io 

~W 


7. (1) 

5( 

/y + 

1) 

(2) 

1 

4 

(/6 - 

VT) 

8. (1) 

11 

16 

⑵ 

/r 〇 6 

2 


B 


3. ⑴パ = 90° または 《 = 90 ◊の 直 
角 三角形 

⑵ BC = CA の 二等辺三角形 
または C = 90 ’ の 直角三角形 

5. (1) cos A = - sin A = 

(2) 2v^3 (3) || /3 


さくいん 2// 


さくいん 




外分 点 


項 

22 

あ 行 


数 直線 上の 

148 

交換法則 

4 

i 

52 

平面 上の 

151 

高次方程式 

73 

余り 

37 

解を 判別す る 

61 

恒等式 

88 

余りの 定理 

71 

仮定 

100 

公倍数 

38 

因数 

31，38 

関数 

112 

降べき の 順 

23 

因数 定理 

72 

閲 数の 値 

112 

公約数 

38 

W 数 分解 


関数の グラフ 

115 

コサ イン 

182 

整式の 31 , 32,33 

偽 

100 

根 

50 

2 次式の 

64 

軌跡 

168 



上に 凸 

117 

逆 

106 

S 行 


與 

106 

逆関数 

138 

最小 公倍数 

38 

w 次式 

22 

逆閲 数の グラフ 

140 

最大公約数 

38 

w 次 方程式 

73 

既約分数 式 

40 

最大値 •最小値 


円 !6 

. 2, 168 

共通 部分 

15 

関数の 

123 

演苡と 符号の 規則 

6 

共役な 複素数 

53 

領域と 

176 

円の 接線 

165 

虚根 

60 

サイン 

182 

円の 内部と 外部 

173 

虚数 

52 

座標 

3, 114 

円の 方程式 

162 

虚数 解 

60 

座標 平面 

114 



虚数単位 

52 

三角形の 面 梢 

201 

か 行 


距離 


三角比 

183 

解 


数 直線 ヒの 2 点 間の 

3 乗 根 

74 

2 次 不等式の 


7 , 

146 

軸 

117 

79 , 81， 82 

点と 直線の 

159 

指数 

26 

2 次 方程式の 

50 

平面 上の 2 点 間の 

149 

指数 法則 

26,46 

不等式の 

76 

空集合 

14 

次数 


外心 

164 

係数 

22 

多項式の 

22 

解と 係数の 関係 

63 

結合 法則 

4 

単項式の 

22 

解な し 

81 

結論 

100 

自然数 

2 


解の 公式 58,59 原点 2 下に 凸 


117 



212 


実 根 

60 

相加平均 

97 

2 次 関数 

116 

実数 

3 

相乗平均 

97 

2 次 関数の 最大 •最小 

実数 解 

60 

厲 さない 

13 


123 

実数の 大小 

5 

厲 する 

13 

2 次式の 因数分解 

64 

集合 

12 



2 次 不等式 

77 

重 根 

60 

た 行 


2 次 方程式 

50 

重心 

152 

第 1 〜第 4 象限 

114 

二重 根号 

11 

従属変数 

112 

対偶 

106 

2 乗の 和の 公式 

186 

重複 解 

60 

たがいに 共役な 複素数 5，3 

2 点を 通る 直線 

155 

十分条件 

101 

たがいに 素 

39 



商 

36,37 

多項式 

22 

は 行 


象限 

114 

単位 点 

2 

倍数 

38 

条件 

100 

単項式 

22 

背理 法 

107 

乗法 公式 

28,29 

タン ジェン ト 

183 

判別式 

61 

真 

100 

値 域 

113 

反例 

104 

真部分集合 

14 

頂点 

117 

必要十分条件 

102 

垂心 

160 

直線の 方程式 

153 

必要条件 

101 

垂直 条件 

157 

直角 双曲線 

130 

否定 

105 

数®: 線 

3 

通分 

41 

等しい 

14 

正弦 

182 

定義域 

113 

等しくない 

14 

正弦 定理 

194 

定数 項 

22 

比例式 

93 

整式 

22 

展開 

27 

複素数 

52 

整数 

2 

同値 

102 

不等式 

76 

正接 

183 

同類項 

23 

不等式を 解く 

76 

正の 整数 

2 

独立変数 

112 

负の 実数の 平方根 

56 

整理 

23 

閉じて いる 

2 

負の 整数 

2 

接する 

125 

ド = モルガンの 法則 


部分集合 

13 

接線 

165 

18 , 

105 

分子 

40 

接線の 方程式 

165 



分数 関数 

130 

絶対値 

7 

な 行 


分数式 

40 

接点 1 

25, 165 

内分 点 


分配 法則 

4 

漸近線 

131 

数 直線 上の 

146 

分母 

40 

全体集合 

16 

平面 上の 

151 

分母を 有理 化する 

10 



平行 移動 

関数の 779, i 32 


点の 

114 

平行 条件 

156 

平方 

26 

平方根 

9 

平方根の 桢と商 

9 

ヘロンの 公式 

203 

変数 

112 

方程式の 表す 同形 

153 

方程式の グラフ 

153 

方程式を 解く 

50 

放物線 

116 

補 集合 

16 


ま 行 

交わり 

15 

結び 

15 

無理関数 

134 

無理数 

3 

命題 

100 

や 行 

約数 

38 

約分 

40 

有理式 

40 

有理数 

2 

要素 

12 

余弦 

182 


さくいん 

213 

余弦 定理 

198 

ら行 

立方 

26 

立方根 

74 

領域 


不等式の 表す 

172 

連立 不等式の 表す 

174 

累枭 

26 

連 S 3 元 1 次 方程式 

66 

わ 行 

和 集合 

15 

割り きれる 

36 


ギリシア文字 






20 世紀 以前の 


パビ ロニ 


粘土 板 


おもな 数学者と 数学の 歩み 


バビ □ニアで 60 進 法 か 便 われる。 分数 •平方根の 掛け 員 • 2 次 方程式 
の 解法な どを 粘土 板に 残す。 

エジフ 卜で 測 1 の 幾何学 •分数の 和と 檟 • 2 次 方程式 
の 解法な どを パピルス 丨こ 残す。 

I — タレス （二等 23 三角形の 2 つの 底角は 等しい 〇) 

ピタゴラス （三 平方の 定理， 数と 幾何学の 研究） 

ブラ 卜ン （論理学） 

— ユー ク 1 J ッド 〖幾何学 原論 J 

ヒッ バル コス （正弦の 表の もとを 作成） 

. — へ □ン （へ □ンの 公式） 


ア 1 j ス卜 テレス （数学を 例と し e 論理 鸪 造） 

アルキメデス （円周率の 射* 法の ほか， 

平面 囡 形の 面 《 や 重心の 求め 方)一] 

アポ □ニ ウス （円す い 曲 棟の 研究) 一 


アル •フワ u スミ （代数と いう 1 蕖を 用いた® 初の 本) 一 1 
アル •バッ 夕 ニ （正弦 表を 作り 三角法を 改良， sine の 語源を 作る 〇)— 


フ卜 レフ イオ ス丨 アル 7 ゲス卜 j (正弦 表の 作成)一 1 


ディ スフ アン 卜ス r® 術 j — 


フラ フフ •フフ 夕 （0 の 性 K. 2 次 方程式の 解法) 一 1 


アフ •ル •ワ ファ （正弦 表の 作成， 正接の 導入)一 1 



最初の 


)+ と一 


の 記号 


印刷 供 か 発明され， 
古典が 出版され る。 


S i A cubus -f B in A quadr. j -*■ D plino in A 
piano in B. A quad. B in A»,*quabifurBq« 

Qiicnij(ncnimAqu»dr. + DinAi.._ 
o.^mbuiinA. A cabo» -t- B in AqoiA i 

E: nfdem du Ait in D. B in A <;o«d. -t- 0 Qoadr ia 
ioi>.lungaiu(duAiX()aa!u cquilibot. Acnbaj 
xqjibiut D quid in A » — D p!ino io A 十 B cobo » 一 C 
Ei delcu umnque adfe Aione D quad in A i . & ai xqoi 
npcramiilKfin Dpliniin A dfc 厶 i 〇 n«. Acuboi 十 B i 
x<)uibiiuf B cuboi 一 D pUoo io B. Quod quidcn iu (c 

iC + jojg 十 V $ i 

ヴィ エタの I 己 号 


ヴ イエ 夕 （方程式に 文字の 使用を はじめて 導入)—— 


力 ルダノ r 大 いなる 術 j 


ウイ ド 7 ン 『実用 数字 j の 中で 



太 線は 各人 物の 生きた 年代 
を 示す 。 r j 内は 塞 名。 




ヒル ペル 卜 r 幾何 字 基礎 論 j の ほか， 1900 年の パリの 
国際会議で 23 頃より なる 研究 計画を 提出。一 

ボアン カレ' 天体力学の 新 75 法 j — I 


/ 


/ 


カン 卜 ル （ m 台 論の 創始) 


リー 7 ン 

f 幾何 字の 垦 礎を なす 伋説 で相对 《 理論への 道を 開 <〇 


Z2 




4 


アー ペル （一 般 5 次 方程式の 代 致 的 
解法かない ことを M 明） 


ガウス （整数論と 按紊 数の 概念の 確 n の ほか. 

数字と 自然 料 字の 多 < の 分野で 活躇)- 



k •ガロア （群と 方程式と 
の 関係を 解明) 



アー ベル 


- コーシー （解析 字を 一新） 


丄 



1800 


— ラブラン ジユ丨 解析 力 字 j の ほか. メー 卜 ル 法 
の 制定に 活浒。 


ガウス 


1700 


- オイラー r 照 限 解析 概論の ほか， 致 字の あらゆる 分野 
を 研究 0 


1600 


- ニュー 卜ン r 自然哲学の 数字 的 諸 原理 （ブ 1 j ンキ ピア ) j 
(微檷 分 字の 創造） 


1 — ライフ ニッツ （微播 分 学の 創® と 記号論理学の 創設） 

一 バス カル 丨 幾何学の 耩 抑 .丨 の ほか， 計 s 器の 製作と 確率論の 創造 
— フ エルフ （整数論の 研 究と磴 率 論の 創®) 


1 — ガ ij レイ！ •新 « 学 対話 j (投げられた 物体は 放物線を 

え か < ことを 説明） 

- デ カル 卜 「方法 序説 j , r 幾何学 j の ほか， 解析幾何学 
の 創始と 文字を 使^ 代数 字の 確 n 



オイラー 


— ケ フラー （回転 体の 体 損の 研究） 



ライプニッツ 


1 — ネーピア 丨 対数 法則の 記述 』 （対数の 創案) 




216 

































































































20 


92 

93 


87 


48 


89 

90 


I 0.0256 


08 

40 

68 


84 


6.4 
6.7 
7.( 丨 


20.9762 


20.4939 


0.02500 


9.4936 


0.02857 

0.02778 

0.02703 


18.1659 I 0.03030 
18.4391 0.02941 


17.32 0;> 
17.6068 


15.4919 0.04167 

15.8114 0.04000 


30.4959 

30.6594 


30.0000 

30.1662 


2500 




1089 


6084 

6241 


5.4772 


,7 2 


.50000 


平方 •平方根 •逆数 表 


()1 62 63 64 佔 


5 5 6 6 7 7 8 8 9 0 
• • • > • ■ • • •- 
9 9 9 9 9 9 9 9 9 o 
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